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Capitulo 0

Organizacion de la materia

Cronograma

Esta materia se dictara los viernes de 16 a 20hs con el siguiente cronograma.

Fecha Parte | Temas

26 de agosto I Introduccién a la computacion cuéntica
2-de-septiembre Feriado nacional decretado por intento de magnicidio
9 de septiembre II El isomorfismo de Curry-Howard

16 de septiembre | I y II | Practica

23 de septiembre Clase suspendida

30 de septiembre II Introduccion a la teoria de categorias

Fodeoctiulie Feriado nacional

14 de octubre II Seméantica denotacional y logica lineal intuicionista
21 de octubre IT Préctica

Lot Sin clases

4 de noviembre [T | Curry-Howard en computacion cuantica

11 de noviembre IIT | Practica & consulta

18 de noviembre

Examen final.

Bibliografia de referencia

La materia se encuentra resumida en este apunte. Sin embargo, si se quiere profundizar
en alguno de los temas, se puede recurrir a la bibliografia de referencia que se sugiere en

esta seccion.
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Capitulo 1

Introduccién a la computacion cuantica

I feel that a deep understanding of why quantum algorithms work is still lac-
king. Surely the power of quantum computers has something to do with entan-
glement, quantum parallelism, and the vastness of Hilbert space, but I think
that it should be possible to pinpoint more precisely the true essence of the
matter. John Preskill [1998]

1.1. Introduccion

La computacién cuéntica, una rama de las ciencias de la computacion tedrica, tiene su
origen en la fisica, y méas precisamente en el fisico estadounidense Richard Feynman,
quien en 1981 dedicé una charla en el Massachusetts Institute of Technology (MIT) al
problema de la simulacién de la fisica cuantica con computadoras clasicas. Sus ya célebres
palabras finales resumen su frustracion de ese entonces:

And I'm not happy with all the analyses that go with just the classical theory,
because nature isn’t classical, dammit, and if you want to make a simulation of
nature, you’d better make it quantum mechanical, and by golly it’s a wonderful
problem, because it doesn’t look so easy. Thank you.

(ver, por ejemplo, [Brown, 2001, pp.100])

Esta provocacion, lejos de plantear soluciones, abrié las puertas a interrogantes nunca
antes concebidos. ;Qué ganancia se lograria si las computadoras fuesen regidas por las
leyes de la mecénica cuantica? Fueron los algoritmos de Grover [1996] y Shor [1997] los
cuales despertaron el gran interés desde las ciencias de la computacién en este nuevo
paradigma. El primero es un algoritmo de biisqueda sobre registros desordenados, el cual
provee una ganancia cuadratica de complejidad temporal frente a cualquier algoritmo
clasico conocido. El segundo es un algoritmo para la factorizaciéon de ntimeros, con una
ganancia exponencial.

Actualmente existen muchas areas de investigacion dentro de la computacién cuéntica.
Por ejemplo, desde un punto de vista préctico se plantea el problema de construir el
hardware de una computadora cuantica. Desde sus origenes, en las palabras de Feinmann,

13



14 1.2. PRELIMINARES: UN POCO DE ALGEBRA

la idea es que un algoritmo cuantico sea una simulacién cuantica en hardware que se
comporta de acuerdo a las leyes de la fisica cuantica. Es decir que un experimento cuantico
en un laboratorio, puede considerarse como un algoritmo. O dicho de otro modo: podemos
describir el comportamiento de un sistema cuantico a través de un algoritmo. La pregunta
es, jpodemos realizar el experimento cuantico que describe un algoritmo dado? Alli es
donde se manifiesta el desafio técnico.

Otra area es la de desarrollar algoritmos que obtengan una ganancia con respecto a su
contraparte clasica. En general los algoritmos de Grover y Shor mencionados anterior-
mente se consideran como los ejemplos canénicos de aceleraciéon obtenida gracias a la
computaciéon cuantica. Muchos otros algoritmos cuanticos son derivados de ellos. La pre-
gunta aqui es jqué otros algoritmos podemos obtener que nos den una ganancia respecto
a los algoritmos clésicos?

Otra rama de investigacion es la del diseno de lenguajes de programacion que permitan
expresar los algoritmos cuanticos de una manera amigable, y quiza permitiendo descubrir
nuevos algoritmos al tener una herramienta de alto nivel para pensarlos.

Desde un punto de vista mas fundamental, y como lo expresara Preskill en la cita que
abre este capitulo, los fundamentos légicos detras de la computacion cuantica, siguen
siendo un misterio. Si bien existe una logica cuantica [Birkhoff y von Neumann, 1936/,
ésta fue propuesta muchos anos antes de la computacioén cuantica, por lo que encontrar la
correspondencia entre computacion y logica cuantica no es trivial. Esta area tiene muchas
subareas con metodologias diferentes. En particular, el estudio de semantica de lenguajes
de programacion sigue este objetivo. En este caso no se persigue el estudio del lenguaje
en si mismo, sino que el objetivo es el estudio de la logica subyacente. Estudiar la logica
detras de la computacion cuantica implica estudiar la logica detras de la fisica cuéntica,
lo cual puede tener influencia en el desarrollo de nuevas teorias sobre el mundo que nos
rodea.

En este curso nos interesa este tltimo aspecto: el estudio de propiedades de lenguajes de
programacion que nos acerquen hacia una légica computacional de la fisica cuéntica.

1.2. Preliminares: un poco de algebra

1.2.1. Espacio de Hilbert

TL;DR C”" con la suma (+) y el producto (-) usuales, y el producto escalar definido
por

n
(U,0) = ((v1,v2, ..., Upn), (W1, w0, ..., wy,)) = ZUZ* W
i=1

donde v* es el complejo conjugado de v, es un espacio de Hilbert.
En el resto de la seccion se define formalmente qué es un espacio de Hilbert.
Definicién 1.1 (Producto escalar) Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K (R o C).

Un producto escalar (también llamado producto interno) definido sobre E es una funcion
(,): E x E — K que verifica las siguientes propiedades.
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Para todo u,v,w € E, a,b € K, se cumple:
i, 1) >0
{ EZ, g,; ~ 0 - (Definida positiva)

(W, atl 4 bv) = a(’cﬁ, ) + b(w, V) (Lineal por derecha)
(at + bU, W) = a* (U, w) + b* (v, W) (Antilineal por izquierda)
v) = (0,

(d, (7, d)" (Hermitica)

Definicién 1.2 (Espacio pre-Hilbert) Un espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial sobre
K con producto escalar.

Observacion. Todo espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial normado con la norma

Definicién 1.3 (Sucesion de Cauchy) Sea ), una sucesion de vectores del espacio FE.
Si ||, — Up|| = 0 cuando n, m — oo, entonces la sucesion ), es una sucesion de Cauchy.
(Esto quiere decir que puedo hacer distar entre si los términos tan poco como quiera).

Observacion. Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero no toda sucesion de Cauchy
es convergente.

Definicién 1.4 (Espacio completo) E es completo para la norma || - ||, si y solo si toda
sucesion de Cauchy converge con esa norma.

Definicion 1.5 (Espacio de Hilbert) Un espacio pre-Hilbert completo en su norma se
denomina espacio de Hilbert.

1.2.2. Productos tensoriales

En esta seccion consideramos espacios vectoriales equipados con una base canoénica.

Definicion 1.6 (Producto tensorial) Sean E y F' dos espacios vectoriales con bases ca-
nonicas B = {b; | i€ I}y C = {¢; | j € J} respectivamente. El producto tensorial £ ® F'
de E y F es el espacio vectorial de base canénica {b; @ ¢; | i € I y j € J}, donde b; ® &
es el par ordenado formado por el vector 51 y el vector ¢;. La operaciéon ® se extiende a
vectores de E y F' bilinearmente:

(Z aib;) ® (Z B,¢;) = Z ;b ® &)

Definicion 1.7 (Producto cartesiano entre dos subconjuntos de espacios vectoriales)
Sean FE y F dos espacios vectoriales equipados con bases B y C, y sean S y T dos
subconjuntos de E y F' respectivamente. Definimos el conjunto S x T', subconjunto del
espacio vectorial £ ® F, de la siguiente manera:

SxT={uv|ueS,veT}
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Observacion. E x I' # E ® F. Por ejemplo, si E' = F = (C2 con base canénica {i. 7},
entonces F x F contiene a i ® i vy aj® j, pero no a i &® i +] &® j que no es producto de
dos vectores de C2.

Definicién 1.8 (Generador) Sea E un espacio vectorial equipado con una base B, y
S C E. Escribimos G(S) al espacio vectorial sobre C generado por S, es decir, que
contiene todas las combinaciones lineales de elementos de S.

Observacion. Si E y F son dos espacios vectoriales con bases B y C respectivamente,
entonces

ERF=GBxC)=G(EXF)
La operacion ® introducida genéricamente en la Definicién 1.6, puede ser definida més
precisamente para matrices (y vectores, tomando matrices columna o fila) de la siguiente
manera.

Definiciéon 1.9 (Producto tensorial entre matrices) El producto tensorial de dos matrices,
Py @ se define como la matriz

Q.. pim@
P®Q= : :
ple pan
Ejemplo 1.10

1 5 6 9 5 6 5 6 10 12
12®56_ 7 8 78)1 |7 8 14 16
3 4 78_356456_15182024
7 8 7 8 21 24 28 32

—_
VIS
A~ o
S
A~ o

@®@ - 2@) -

Observacion. El producto escalar, o producto interno, entre dos vectores nos da un nu-
mero. El producto tensorial, o producto externo, entre dos vectores nos da un vector de
mayor dimension.

co O

Como se dijo anteriormente, £ x F' # E ® F', y por lo tanto:

Existen vectores de ' ® F' que no son producto
tensorial entre uno de F y uno de F.

Ejemplo 1.11 Consideremos el espacio C* ® C?. Una base de C? es {((1)) , (é)} Por lo

0 0 0 1
2 o ol {o] [1] (o], _
C* ® C* = Gen( ol 11l 1ol 1o )=C
1 0 0 0

Tomemos 7 = (a, 0,0, 3)T, con «a, 3 # 0. Es facil verificar que v € C*. Sin embargo, no
existen 7, Uy € C? tal que 7 = 0; @ 0.
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Demostracion. Supongamos que existen v y v, tales que v} ® o = ¥, entonces

ac o ac =«
a ® c\ |ad] O ad =0
b d/  |bc] |0 bc=0
bd 6] bd =3
pero este es un sistema que no tiene solucion. O

1.2.3. Notacion bra—ket

Notacion introducida por Paul Dirac [1939] para describir estados cuanticos.

1.2.3.1. Notacién bra y ket para vectores

En lugar de escribir los vectores como ¥ la notacion ket usa |v).
En particular definimos:

Por lo tanto, cualquier vector de C? puede escribirse como

(g> - (cl)) 7 ((f) = af0) + A1)

Podemos, por ejemplo, definir vectores como los siguientes

_ L _ (¢ el =(
[+ =250 +11) <%> =) =710 - 1) (_%>

y como estos son dos vectores ortogonales (por ende, forman una base), ahora es posible
también escribir cualquier vector de C? como combinacion lineal de |+) y |—).
Por ejemplo:

Q 1 1
(5) =alor+ 810 = s+ 814 + (o= B)-)

Observacion. Al menos que se indique lo contrario, en el resto del apunte consideraremos
el espacio complejo de dimensiéon N = 2", CV = C*".

Definicion 1.12 (Bra y Ket) Llamamos ket a un vector de la forma

651

) =

an

y bra a un vector de la forma
(] =(af, ..., an)

donde «; € C y of denota el conjugado de ;.
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Observaciones.

= Haciendo un abuso de notacién, podemos escribir vectores como el siguiente:
1)1 + aotha) = ai|thr) + azliy)

= A partir la definiciéon de bras y kets, llamamos “braket” al producto escalar:

B
<¢|¢>:(a>{v"'7a}k\/) =a€cC
BN

» Recordatorio de algebra: Una base ortonormal de un espacio vectorial normado es
una base donde todos los vectores tienen norma 1. Ademaés, en una base, todos los
vectores son ortogonales entre si (es decir, el producto escalar entre ellos es 0). Por
lo tanto:

Dado un conjunto B = {|u), ..., |uy)}, B es una base ortonormal de CV si y sélo
si para todo 4, j tenemos (u;|u;) = d;;, donde d;; es la delta de Kronecker (igual a
1sii=j,y0en otro caso).

= Entonces, todo Ket |1) se puede expresar como [¢/) = SN | a;]u;).

= Si tomamos la base canénica de C, con |u;) el vector i-ésimo de dicha base, pode-
mos calcular la componente i-ésima de un vector cualquiera de la siguiente manera:

N
(uilih) = (uil Z%M Zlaj (uilu;) = a;
J 8i
N
Teorema 1.13 Sea B = {|uy), ..., |ux)} una base ortonormal, entonces » |u;)(u;| = 1.
i=1
Demostracion.
N N N
(Z‘Ui><ui’> ¥) = <Z|Ui><ui\) (Z aj|“i>>
i=1 i=1 j=
N N N
= ajlus) (ualug) = aslus) = |) =
i=1 j=1 T i=1
ij
Observaciones.

» Anéalogamente a los kets, todo bra (¢| puede ser descompuesto como (¢| = > bF (u;].

» Podemos ver que b = (¢|u;) € C ya que

(0] = (4] [Z!ui)wi\] =D (Bludwl = b = (Blus)
N————

=1 =1

I
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Observacion. De aqui en més, trabajaremos solo con los vectores normalizados de CV (es
decir, vectores cuya norma es 1). Esto es

1= (]2 = (wlw) = (Za u]|) (Zaim») 3 e u]|uz ZW

t,j=1
Es decir, trabajamos con vectores cuya suma de los modulos al cuadrado de sus compo-
nentes es 1.
Propiedad
N N
(abled) = " afe;y bid; = (alc)(bld) Va,b,c,d € CV

i=1 j=1

1.2.3.2. Notaciéon bra y ket para matrices

Para toda matriz cuadrada de dimensiéon N a coeficientes complejos A, tenemos la si-
guiente representacion:

|vect0r)

Z|Uz><u1| A Z‘UJ><UJ| ZZ’“@ uz|A|u3 uﬂ-ZZaMuZ (uy

7=1 i=1 j=1 i=1 j=1
—_——
I I

donde «;; es la componente ¢j de la matriz.

Con esta representacion, podemos representar el producto de una matriz por un vector
de la siguiente manera:

6Jk

Es decir, las componentes del vector Aly) son b; = Zj\[:l Q;a;.

1.3. Bits cuanticos y operadores

1.3.1. Primera intuicion

En computacion clasica la unidad minima de informacion es el bit, el cual puede estar en
un estado 0 o 1. Leer un bit es una operacion que no conlleva ninguna particularidad. En
contraposicion, un bit cuantico o qubit puede estar en un estado que sea una superposicion
de los estados 0 y 1. Un qubit es un vector de C2, por lo tanto lo podemos representar
como «|0) + 3|1), lo cual representa el estado que es 0 y en 1 a la vez. Leer un qubit en
cambio se produce a través de una operacion llamada medicion, y al medir un qubit, éste
colapsa, cambia su estado (dependiendo de la medicion puede cambiar por ejemplo a |0)
o |1), pero también podria usarse otro operador de mediciéon que lo colapse a otra base).
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1.3.2. Bits cuanticos

Definicion 1.14 (Qubit) Un qubit o bit cuantico es un vector normalizado (es decir, con
norma 1) del espacio de Hilbert C2.

Observacion. Considerando la base {|0), 1)} de C?, cualquier qubit puede escribirse como
[¥) = a|0) + B[1), con |af* + |B)? = 1.

Definicién 1.15 (n-qubits) Un sistema de n-qubits es un vector normalizado del espacio

n
(C2" — ® (CZ
i=1
Observaciones.

» En lugar de escribir [0) ® |1) ® - - - ® |0) escribimos |01...0).

» De la misma manera, en ocasiones, en lugar de |0) ® («|0) + 5]1)) escribimos sim-
plemente |0)(«|0) + S|1)).

= La base canénica del espacio C*" es {|0...00),[0...01),...,[1...11)}.

Un algoritmo cuéntico consiste en la evolucion (Definicion 1.24) de un sistema represen-
tado por n—qubits.

1.3.3. Operadores

Definicién 1.16 (Operador) Un operador de CV es una matriz cuadrada de dimension
N a coeficientes complejos.

Definicion 1.17 (Adjunto) El adjunto de un operador A se nota por A" y se define
como el operador transpuesto y conjugado de A. Es decir, si a;; = (w;|A|u;) son las
componentes de A, las componentes de A' son a%; = (u;|Alu;)* = (u;| A'|u;).

Propiedades Sean A y B operadores de CV, a € C y 1)) € CV
» (AN =A » (aA)T = a* AT n (AY| = (] AT
» (A+ B)T = AT + Bf » (AB)" = BTAT

Definicién 1.18 (Proyector) A los operadores de la forma P = |¢)(¢| se les llama
proyectores, ya que proyecta ortogonalmente un ket [1) cualquiera sobre el ket |¢):

Ply) =1¢) (919) = al)
acC

Ejemplo 1.19 Tomemos la base {|0),|1)}, con |0) = ((1]) y 1) = ((1)) Un vector [1))

cualquiera puede escribirse como [1) = a|0) + §|1). Por lo tanto

0)(01) = 10)(01(@10) + 511)) = [0)(c {00) +5 {1]0}) = cl0)

1 0
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Definicién 1.20 (Operador hermitico) Un operador A es hermitico si A = AT

Observacion. Si es hermitico, su diagonal debe ser real, ya que «;; = af;, por lo tanto

ok

jir
Definicién 1.21 (Operador unitario) Un operador U es unitario si UTU = UUT = I, o
lo que es lo mismo UT = U,
Propiedades Para cualquier operador U unitario vale:

= U preserva el producto interno: (Ug|Uv) = (¢|UTU|) = ($|1))

» U~! es unitario.

» Si{|¢1),...,|¥n)} es base ortonormal, entonces {U|¢),...,Ul|yn)} también lo es.

Definicién 1.22 (Operador de medicion) Un conjunto de proyectores { My, ..., My} se
dice que es un operador de medicion si satisface

k
S MM =1
i=1

Definicién 1.23 (Compuertas cuanticas) A los operadores unitarios se les llama com-
puertas cuanticas, como analogia a las compuertas logicas de la computacion clasica, ya
que seran esos los que se utilizan para realizar el computo.

Observacion. La mayoria de las compuertas cuanticas que usaremos a lo largo del curso
seran ademas de operadores unitarios, hermiticos, por lo que coinciden con su inversa.

Definicion 1.24 (Evolucion) Se dice que un sistema representado por un ket |¢) evolu-
ciona al sistema |¢), cuando se realiza una de las siguientes operaciones:

= Se premultiplica por una compuerta cuantica U:
|9) = Ulp)

= Se aplica un operador de medicion M = {M, ..., My} de la siguiente manera:

Mi[)

¢) =
(| M M)

para algin 1 <1 < k

La eleccion del M; no se conoce de antemano, sélo se conoce la probabilidad para
cada 7, la cual viene dada por la siguiente ley:

p(i) = (| MIM;[p)

Observaciones.

» Usaremos también la notacion |¢) LN |p) o ) M |¢) para indicar que el ket |¢)
evoluciona al ket |¢).
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= Cuando se quiera hacer evolucionar s6lo un qubit de un sistema de n-qubits, digamos
el qubit ¢, se premultiplica tensorialmente i — 1 veces y se postmultiplica n — i veces
la compuerta a aplicar por la matriz identidad. Ejemplo: U aplicada al segundo
qubit de un sistema de 2—qubits, sera la compuerta I ® U.

Ejemplo 1.25 Consideramos el operador medicion de { My, M;} con

M=00i= (g o) Mm=wai=(p 1)

Podemos verificar que MOMg + MlMI = My + M, =1, y por lo tanto es un operador de
medicion.

Sea |¢) = «|0) + [5|1), entonces, la probabilidad de que el proyector que se aplique sea
M, es

p(0) = (| M§Mo|e))

= (a™(0] + 57(1]) Mo(al0) + 5]1))
= |o*(0[Mo]0) + " (0] Mo|1) + a" (1| Mo|0) + | B*(1] M| 1)
= |

af{0[0) (010) + a”5 (010) (0]1) +a8" (110) (0[0) +]5[* {1[0) (0]1)
= |af?
Andlogamente, p(1) = (Y| M{M;|v) = --- = |B[>.

Dado que el vector estd normalizado, p(0) + p(1) = |af* + |8]* = ||¢|| = 1.
Luego de aplicar este operador de medicién, la evolucion es la siguiente. Si se aplico el
proyector My, el sistema queda en el siguiente estado:

il VPO

2 al?

=1.

Este estado esta normalizado ya que

a
|al

\
. . A . Mily)
Analogamente si se aplico M; se obtiene o) I 511).

Definicion 1.26 (Compuertas més comunes y operadores de Pauli) Las compuertas
cuanticas més importantes, por su utilidad en el diseno de algoritmos, son las siguientes:

= La compuerta H de Hadamard:

H|0) = L 11
V2 donde: H =L < )
H|1) = 55(|0) — [1)) V2l -1

s La identidad I:
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= La negacion X:

X10) = 1) . _ (01
X[1) = [0) donde: X_(l O>

s Fl cambio de fase Z:

Z)0) = [0) o (1 0
Z) = —1) donde: Z = <O _1)

s La No-controlada CNOT"

CNOT|0z) = |0x)

I o
ONOT|12) — 1) & X|a)  donde: CNOT< )

0 X

En particular, las matrices I, X, 1XZ y Z son las llamadas matrices de Pauli en honor
a Wolfgang Pauli

1.4. Teorema del no-clonado

El teorema de no-clonado [Wootters y Zurek, 1982| dice que es imposible construir una
maquina universal de clonado. Es decir, no podemos copiar un qubit arbitrario, ya que no
existe ningin método que pueda copiarlo sin saber su estado preciso, y como la mediciéon
cambia el qubit, no podemos saber su estado preciso. En consecuencia, no podemos copiar
un qubit arbitrario.

Teorema 1.27 (No-cloning) No existe ninguna compuerta cuéntica U tal que para algin

|6) € CV y ¥[)) € CV se cumpla Ulipo) = [¢1)).

Demostracion. Supongamos que existe la operacion U de la cual se habla en el teorema,
entonces, dados cualesquiera |1}, |¢) € CV, se cumple

Ulpg) = |¢1)
Ulpd) = |op)

Por lo tanto, (U¢|Upd) = (¥1)|pe). Sin embargo, por un lado
({Upo|Upg) = (Vo|lUU ) = (¥olpd) = (V]p){dle) = (¢]e)

Mientras por el otro (¥4lp) = (U]} (¥lp) = (¢le)’
Pero si (1p|¢) = (1|¢)?, entonces (1h|¢) = 0 o (1h|¢) = 1, lo cual es imposible: 0 implica
que los dos vectores tomados al azar son ortogonales, y 1 que son iguales. O]

1.5. Estados de Bell

Consideremos el siguiente circuito cuantico

ﬁxy
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Es decir, partiendo del estado inicial |zy), se aplica H al primer qubit. Luego se aplica
CNOT a ambos, donde el primero es el de control (marcado con el punto negro). En
otras palabras, este circuito representa la siguiente ecuacion:

Boy = CNOT(H ® I)|zy)
Las posibles salidas de este circuito, cuando z e y varian entre 0 y 1 son las siguientes:

CNOT(1,2
conora, 1 = (00) +[11)) = g

00y 20, = (0) +11))10) = <|oo> +110))

-l -
Sl
-5l -

jo1) 22, = (0) +11) 1) = (|01>+|11>)MT(I(HHHO)):BM
10 20, = (10) — 1)) 10) = <roo> 10)) XoT, 1 = (00) = 11)) = o

Sl -
%I
Sl -

1) 290 (o) — 1)) 1) = —= (J01) — 1)) T2

Observacion. oo = (X @ I)Bor = (Z @ I) 10 = (XZ @ I) P

A estos cuatro estados se les llama FEstados de Bell, en honor a John S. Bell. Estos son
estados entrelazados, es decir, estados que no pueden representarse como el producto
tensorial de dos estados individuales.

A los estados entrelazados también se les llama estados EPR por Einstein, Podolsky, y
Rosen [1935] quienes detectaron, en pleno auge de las formulaciones de la teoria cuantica,
que existia una accién a distancia que parecia no razonable. Por muchos anos se llamo la
“paradoja EPR”. Lo que determinaron es que cuando se tiene un par entrelazado (fisica-
mente el estado representa por ejemplo el spin en un par de electrones, o la polarizacion
de un par de fotones), sucede que cuando se colapsa (por accion de la medicion) un estado
del par, el segundo también colapsard, incluso cuando fisicamente se encuentren a anos
luz de distancia. Con el tiempo se demostroé experimentalmente que esto es exactamente
lo que sucede, y por lo tanto no hay paradoja. También se demuestra que esto no contra-
dice la teoria de la relatividad (que entre otras cosas determina que nada puede viajar
a mayor velocidad que la luz, ni siquiera la informacion), ya que no hay trasmision de
informacion en este colapso a distancia.

Matematicamente la accién de medir un estado de un par se ve con el siguiente ejemplo:

(|01> —[10)) = i

Sl
Sl
Sl

Ejemplo 1.28 Consideremos el siguiente operador de medicion: M = { My, M;} donde
= |0){0] y My = [1)(1].

Aplicando este operador al primer qubit del estado [y, se obtiene uno de los siguientes

resultados:

= Si se aplica el proyector M (el cual lo expresamos como My ® I para que se aplique
My al primer qubit y la identidad al segundo), el estado resultante sera

(Mo ® I)Boo _ (100)¢00[ + 01)(01]) 5 (00) +- [11))
»(0) / 5((00] 4 (111)(00){00] +[01)(01]) J5(]00) + [11))
_ 55(100)(00]00)) _ o)
<

=<

1
2

00/00)(00/00)
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Analogamente, si se aplica M; se obtiene |11)

Es decir, al medir el primer qubit del estado entrelazado [y, se obntiene |00) o |11), es
decir que ambos qubits colapsan.

1.6. Usando los estados de Bell

Como se mencioné en la seccién anterior, el colapso de un par entrelazado no transmite
informacion (y por eso no viola la teoria de la relatividad), sin embargo, es posible utilizar
dicho colapso como canal de comunicacion, el cual necesita también de un canal clasico
para terminar la transmision (y por ende, el canal clasico implica todas las limitaciones
impuestas por la relatividad).

El algoritmo cuantico descripto en la secciéon 1.6.1, descripto por primera vez por Ben-
nett y Wiesner [1992], permite transmitir dos bit clasicos, enviando s6lo un bit cuéntico,
utilizando un par entrelazado como canal de comunicacién. Es llamado “codificaciéon su-
perdensa” ya que se trata de codificar dos bits de informaciéon en un bit cuantico, o dicho
de otro modo: dos bits de informacion en el estado de una particula cuantica.

El algoritmo descripto en la secciéon 1.6.2, descripto por primera vez por Bennett, Bras-
sard, Crépeau, Jozsa, Peres, y Wootters [1993], permite enviar un bit cuantico enviando
dos bit clésicos y utilizando un par entrelazado como canal de comunicacién. Es llamado
“teleportacion cuantica” ya que se trata de mover el valor de un bit cuéntico (recorde-
mos que un bit cudntico no puede ser copiado (ver Teorema 1.27)) a otro bit cuantico, o
dicho de otro modo: se trata de teletransportar el estado de una particula a una nueva
particula, destruyendo la primera.

1.6.1. Codificacién superdensa

El objetivo de esta técnica es transmitir 2 bits clasicos enviando tan sélo 1 qubit.
Los pasos a seguir por el emisor (a quien llamaremos “Alice”) y el receptor (a quien
llamaremos “Bob”) son los siguientes.

1. Alice y Bob preparan un estado Syp.

2. Alice se queda con el primer qubit del par y Bob se lleva el segundo. Podemos
considerar que estos dos pasos son la preparacion del canal cuantico.

Observacion. El estado entrelazado no se puede separar en el sentido de que no
puede considerarse mateméticamente como un qubit multiplicado tensorialmente
por otro qubit. Debemos considerarlos como un vector del espacio C2® C2, es decir,
un vector de dimension 4. Pero fisicamente son un par de electrones, o fotones
(u otra particula elemental), las cuales si pueden ser separadas fisicamente (mas
alla de que no es trivial el problema experimental que representa manipular dichas
particulas sin que interaccionen con el ambiente).

3. Alice aplica una transformacion a su qubit, de acuerdo a los bits que quiere enviar:
Zh X% donde C° =1y C!' =C.

4. Alice envia su qubit a Bob.
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5. Bob aplica CNOT a los dos elementos del par y luego Hadamard al primero.
6. Bob realiza una medicion.
El circuito completo queda de la siguiente manera
—{z0xn 1)
Boo |

Jah)

D E’* |b2)

donde la linea punteada determina el paso 4, en el que Alice envia su qubit a Bob.

Ejemplo 1.29 Se quiere enviar los bits 11. Por lo tanto se aplica (ZX ® I) a B0, con
lo que se obtiene (;; (en general, la aplicacién de la compuerta Z% X% cambia el estado

Boo a Blnbg):
(ZX@1)Boo=(Z&1I) (X ®1)Boo)

(Z®1) (X@I |00>+|11>))
—(Z®1) (7 110) +|o1>))

Zﬁ(—|10>+| 1)) = Bu

El resto del circuito (a partir de la linea punteada vertical) es el circuito inverso al de
Bell, y como toda compuerta unitaria es tal que U = U~!, aplicando el circuito inverso
al de Bell se obtiene los estados iniciales. En este caso, |11).

1.6.2. Teleportacién cuantica

El objetivo de esta técnica es transmitir un qubit mediante el envio de dos bits clasicos.
Los pasos a seguir por Alice y Bob son los siguientes.

—_

. Alice y Bob preparan un estado Syg.
2. Alice se queda con el primer qubit del par y Bob se lleva el segundo.

3. Alice aplica CNOT entre el qubit a transmitir y el primero del par gy, v luego
Hadamard al primero.

4. Alice realiza una medicion sobre los dos qubits en su posesion y envia el resultado
de la medicion (2 bits clasicos) a Bob.

5. Bob aplica una transformaciéon sobre su qubit, de acuerdo a los bits recibidos:
Zh X0z,
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El circuito completo queda de la siguiente manera

donde [¢)) es el qubit a transmitir (o “teleportar”).

Ejemplo 1.30 Se quiere transmitir el qubit [¢) = a|0) + S|1), entonces

16) @ oo = (al0) + BI1)) (%uom n m>>)
1

- (]0)(J00) + [11)) + B[1)(]00) + |11)))
cNor(12) 1
— 75 (2l0)(100) + 1)) + F1)(]10) + |01)))

10, = (@000 100} + 1) + 5-(0) = 1)(10) + [o1))
= 2 [100)(a10)-+ B11)) + 01 (af1)+510)) + 110)(al0)~A11)) + |11)(al1) ~5]0))]
=23 S (X))

b1=0b2=0

Por lo tanto, aplicando Z% X2 Bob obtendra el estado original |¢). (Notese que para
toda compuerta U, U = U™1).

Observacion. Si se quiere escribir la compuerta — Z1 X2 — como dos dos compuertas,
debe escribirse . ya que en Z” X" primero se aplica la compuerta X2 y
luego 2.

1.7. Paralelismo Cuantico

Consideremos una funcion f : {0,1} — {0,1}. Clasicamente para obtener todos los
resultados posibles de esta funcién, es necesario evaluarla tantas veces como sea el cardinal
del dominio (2 en este caso, una evaluacion para la entrada 0, y otra para la entrada 1).
Esta es una funcion que toma un bit y devuelve un bit. Si fuese un bit cuéntico, seria
posible evaluar la funcién en una superposicion de 0 y 1 (por ejemplo 1(|0) + [1))), lo
cual nos darfa como resultado una superposicion de f aplicada a 0 y a 1.

El método es el siguiente. Primero se debe construir una matriz unitaria Uy de C* que
calcule la funcion, de la siguiente manera:

Uyle,0) = |z, f(x))
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En realidad, aunque vamos a usar la definicién que acabamos de dar, se debe definir
también qué sucede cuando el segundo qubit es |1), por lo que esta compuerta se define
mas generalmente como Uy|z,y) = |,y & f(z)), donde & es la suma modulo 2.

Lo que se pretende es aplicar f a todas las entradas posibles, por lo que primero se aplicara
Hadamard al |0), a fin de obtener una superposicion, y luego se aplicara la compuerta
Uy. El circuito es el siguiente:

0y HH-

Ur |y = s
0) —L__

Es decir:

1 1 1
LIONSES —_(00) + [10)) & —

V2 V2 V2
La salida de este circuito es un estado que es superposicion de todos los resultados posibles
de la aplicacion de la funcién f. Y la compuerta Uy fue utilizada una sola vez. El problema
ahora pasa porque el resultado es una superposicion de todos los resultados posibles, y
al querer leerlo (es decir, al medirlo), éste colapsara a uno de los dos. El problema de
los algoritmos cuénticos pasa por utilizar la superposicion de manera inteligente para
aprovechar el paralelismo, pero obteniendo el resultado buscado y no una superposicion
de resultados sin utilidad.

En el siguiente capitulo mostraremos algunos de los algoritmos que, haciendo uso del
paralelismo, consiguen ganancias en complejidad respecto a su contrapartida clésica.

100) (10) +[1))0) = (10, £(0)) + 1, f(1)))



Capitulo 2

Algoritmos cuanticos y aplicaciéon a
criptografia

En este capitulo veremos algunos de los algoritmos cuénticos més conocidos. En particu-
lar, los algoritmos de Deutsch [1985] y de Deutsch y Jozsa [1992|, que pueden considerarse
como los primeros algoritmos cuanticos que hacen uso del paralelismo (ver Seccion 1.7).
El algoritmo de Grover [1996], que es uno de los que motivo que los investigadores en
computacion se interesaran en el area. No se incluye el algoritmo de Shor [1997], el otro
importante algoritmo que motivo a investigadores en computacion a adentrarse en el area.
Finalmente, el ultimo ejemplo es una aplicacion directa de la fisica cuéntica en cripto-
grafia, disenado por Bennett y Brassard [1984], la cual no sigue el esquema de los otros
algoritmos cuénticos presentados, pero es también el puntapié de un area de investigacion
activa dentro de la computacion cuantica.

2.1. Algoritmo de Deutsch

El objetivo de este algoritmo es saber si una funciéon que toma un bit y devuelve un bit,
es constante o no.
El algoritmo se resume en el siguiente circuito

o -
f
1 -

Observacion. Uy es la compuerta definida en la Seccion 1.7, la cual consideraremos que
existe sin dar més detalles de su construccion.

Uslz,y) = |z,y @ f(x))
Las primeras dos compuertas Hadamard, aplicadas a |0) y |1), producen lo siguiente:

H12) 1 1 B L B _i 2 0) — I
\01>—>ﬁ(\0>+\1>)ﬁ(|0>—!1>)—\$>ﬂ(!0> \1>)—\/§(\ ,0) =z, 1)) (21)

donde [z) = —5(|0) +[1)) es una abreviacion introducida por comodidad.

29
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La aplicacion de Uy sobre el estado (2.1) produce el siguiente estado:
1

(\F

\G)

(‘:L‘, 0> - ‘:U> 1>))
1

(Uslz,0) = Uglz, 1))
(2.2)

HEI

-5 (fao FO)) + 11, £(1))) —7<|o 1@ f(0 >>+|1,1eaf<1>>>>

(10, £(0)) + 11, f(1)) =10, 1@ f(0)) — |1, 1 & f(1)))

1
2
F0) # f

), (2.2) es igual a

== (|00) + [11) — [01) — |10)) = % <|0>¢—§I1>) (|0>¢—§|1>)
en cambio si f(0) = f(1),

1 _ (104D (10) —[1)
ii(\00>+|10>—\01>—\11>)—i( NG )( \/5)

Es decir, el primer qubit es +|—), si f(0) # f(1) y £|+) si f(0) = f(1). Aplicando
Hadamard al primer qubit, obtenemos |1) si éste era |—) y |0) si éste era |+).

l\:)ln—

-1
Si f(0) # f(1), aplicando Hadamard se obtiene £ |1) {%}
— 1
Si f(0) = f(1), aplicando Hadamard se obtiene £ |0) {%1
es decir, aplicando Hadamard, se obtiene

#1100 £y | 1

Dado que el primer qubit es |0) o |1}, podemos medirlo y nos dara con probabilidad 1 el
valor 0 si f es constante y con probabilidad 1 el valor 1 si f no lo es.

Observacion. Este algoritmo hace uso del paralelismo, ya que la evaluacion de la funcién se
realiza una vez sobre el estado en superposicion de 0 y 1. El algoritmo clasico equivalente
haria dos evaluaciones de la funcién y una comparacion.

2.2. Algoritmo de Deutsch-Jotza

Este algoritmo es una generalizacion del anterior. Dada una funcién que toma n bits y
devuelve uno, el algoritmo permite distinguir si la funcion es constante o balanceada (o
sea, con la mitad de las entradas devuelve 0 y con la otra mitad 1). S6lo se distinguen
esos dos casos, el algoritmo no es 1util para otro tipo de funciones.
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El circuito es el siguiente:

0) —{HH
0) {H

1)

La entrada de este algoritmo son n + 1 qubits: |[0)®"*|1) = |0...01).
Aplicando las n + 1 compuertas Hadamard sobre la entrada, se obtiene

) (- 3 Bl e

ze{0,1}"

La compuerta U; que se utiliza es una generalizacion del caso anterior definida por

UslZ,y) = T,y @ f(T))

donde T son cadenas de n bits.
Es decir
Uyslz,0) = |7, f(T)) Uslz, 1) = [7,1 & f(T))

Por lo tanto, aplicando Uy sobre el estado (2.3) se obtiene

o 5 20 - 3 wom

ze{0,1}" ze{0,1}n
1
= > = U7,0) - Ujfz,1))
T€{0,1}" 21 (2'4)
= {Z} Z5 (@) = 7,18 (7))
_ L (@) —1e f@)
-2 7 (P

Para simplificar la notacion, la compuerta Hadamard puede expresarse como sigue

H]0) = (10} + 1)) e,
Hl1) = 2(0) - 1) }:’H'@‘ 75 2 UM

De la misma manera, es posible generalizar la aplicacion de H a n qubits como sigue:

1 1

H®n|I1.-~fEn> - | — Z (_1)x1z1|21> R Z (_1)1’n2n|zn>
\/§ z1€{0,1} \/5 zn€{0,1}
1 _
= > D7)
\/2_ ze{0,1}»
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Con esta notacion, se aplica Hadamard a los primeros n qubits del estado (2.4) (es decir,
al ket |T)), obteniendo

L (1 vt ) (@) 116 F@)
> e X ) (LA

ze{0,1}m (25)

_ (=)™ z) (1f@) -1 f@)
D

Casos:

» Si f es constante, el estado (2.5) es

Tz

. Z 2) <\O>\/§’1>)

ze{0,1}m ze{0,1}"

Cuando z = 0, los primeros n qubits son

£ D,

ze{0,1}"

0 ®n on
[ =20y =+

Por lo tanto, dado que este vector tiene norma 1, el resto de los términos de la
suma deben anularse, debido a que el resultado tiene que ser forzosamente un vector
normalizado. Por lo tanto, cuando f es constante, el estado (2.5) es

Es decir, midiendo los primeros n qubits se obtiene 0...0 en este caso.

= Si f es balanceada (50 % de las veces devuelve 0 y 50 % devuelve 1), entonces para

z=0
0" (@) 1L f@)) A0 (10~ 1)) _
> S () - 2 e (M) -

ze{0,1}n ze{0,1}n

Es decir que los primeros n qubits no incluyen al qubit [0)*", y por lo tanto, al
medir los primeros n qubits no se puede obtener 0...0 en este caso.

Conclusion: Si se obtiene |0)®™ a la salida de la medicion, la funcion es constante, en otro
caso la funcién es balanceada.

2.3. Algoritmo de Busqueda de Grover

Antes de analizar este algoritmo, son necesarias algunas compuertas extras: la compuerta
Ordculo (Seccion 2.3.1), y la compuerta de inversion sobre el promedio (Seccion 2.3.2).
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2.3.1. Oraculo

Dada una funciéon de un bit en un bit f, la compuerta Uy definida en la Seccion 1.7, es
Uslz,y) = |z, y @ f(z)).
Sise elije y = |—) = \%(\O) —|1)), entonces

1

Ul ) = U, (|x> 50 |1>>)

1
— < (Ufla,0) = Uyla, 1)

1
2

(l, f(x)) = [2,1® f(x)))

1
@)~ 1@ fa)
— (-1)/%a.y)

= |z)

Dado que Uy no modifica el estado y, es posible omitirlo y tomarlo como parte de la
definiciéon de la compuerta. Entonces, definimos la compuerta

Ule) = (=1)]z)

a la cual se le llama Ordculo.

2.3.2. Inversién sobre el promedio

Sea el estado [¢) = 1/v27 Y o g1y [T). Definimos la compuerta de Inversion sobre el
promedio como G = 2|¢)(¢| — I. Es decir

G =2|¢){¢| -1
1
1/2’/7,
-9 . L | —7J
=2 VT VE ),
Van/ on
2 2 2
27? 2TL 2n
2 2 2
on P on
2 2 2
2n 2n 2n on xon

La aplicacién de G sobre un estado cualquiera 1)) = > - 1y az|T) es la siguiente
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Qo
Gly)
Aon_1
2&5
3_1 2 72 on | 10
2n 277, 176{0,1}"
2 2 1 2
2n 2n Z Cf — Qgn_1
ze{0,1}n
Es decir:
_ 2ay _ _
Gl D el )= D || X | —w|@m= > 4-a))
Te{0,1}n Te{0,1}n ye{0,1}m Te{0,1}n

donde A es el promedio de los az.

2.3.3. El algoritmo

El algoritmo de Grover es un algoritmo de busqueda sobre una lista desordenada. Supo-
nemos una lista de tamanio N, con N = 2" (observar que siempre es posible aumentar
la lista con datos irrelevantes para cumplir la condicién sobre N). Los indices de la lista
sonT € 0,1", esdecirz=0...2" — 1.

El objetivo del algoritmo es localizar el Ty tal que f(Ty) = 1, para una funciéon booleana

f dada.
El input del circuito es [0)®".

2.3.3.1. Paso 1: Se aplica Hadamard (H®")

El primer paso es generar una superposicion en todos los qubits.

n 1
[ > @) (2.6)
\/2_56{0,1}”

Este estado es una superposicion de todos los elementos de la lista. La idea del algoritmo
es subir la probabilidad de que al medir este estado obtengamos el elemento 7.

2.3.3.2. Paso 2: Se aplica el oraculo (U)

Aplicar el oraculo es el equivalente a aplicar la funciéon booleana f sobre la superposicion.

26 & — 3 (-1 (2.7)

ze{0,1}"

9
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2.3.3.3. Paso 3: Se aplica la inversion sobre el promedio (G)

en= 3 [Sm

ze{0,1}7

ze{0,1}"
B ) (—1)/@) B (1)@ |
= > > on/on NeD 7)
ze{0,1}" | ye{0,1}m (2.8)

B (_1)f(@) 2(_1)f(f)_(_1)f(f) _
2R v |t o |

(—1)/@ 2 — 2" | =
=2 1|2 X s | otV m
zc{0,1}n ye{0,1}" 2"V2 22

En el estado (2.8), el término T = Ty, con f(Ty) = 1, el cual estamos buscando es el
siguiente:

Z 1 +2"—2 7o) [ 2 (2 1)+2”—2]|_>
ye{o 1}n 2711 /2n 2n1 /2n 0 _Qn, /2n 2711 /2n 0
?75750

[ontl 4 om — 47
AR

mientras que los otros términos, donde T # ¥, son

1 2(-1) 2-27 [2"“ - 4}
2 + + T)=|—F—| T
ye{Xo;}" 2111 /2n 2n, /2n 2n, /2n ’ > 2n, /2n | >

Y#Zo

Y#T
El algoritmo ha cambiado las amplitudes del estado, aumentando la amplitud del estado
Ty y disminuyendo las otras.
Repitiendo este proceso (pasos 2 y 3) se va subiendo la amplitud del estado que se
quiere encontrar y disminuyendo las otras. Sin embargo es ciclico: pasado cierto nimero
de repeticiones, esa amplitud vuelve a decrecer. En la Secciéon 2.3.4 se calcula el namero
optimo de repeticiones para obtener la amplitud maxima. Cuando la amplitud es maxima,
se realiza una medicién, obteniendo el estado Ty con la méxima probabilidad. En la
Seccion 2.3.4 se muestra que la probabilidad de error tiene cota maxima en 1/2n.
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Ejemplo

Sea una lista de 2* = 16 elementos, de los que s6lo uno, Zy, verifica la propiedad f(zy) = 1.
El algoritmo comienza por tomar el estado [0)®* y aplicar H®* obteniendo,

1 _
DG
ze{0,1}4
Inicialmente todas las amplitudes son iguales a 1/4. Se aplica el oraculo y se obtiene
1 o
DNV
Te{0,1}4
Luego se aplica la inversion sobre el promedio, y la nueva amplitud del estado T, seréa

25420 —4 11

—— = — = 0.6875
24,/24 16
y para el resto de los T la amplitud sera
20 -2t 4
= 3 = 0.1875

24,/94 16

Con las sucesivas repeticiones de la aplicacion del oraculo y la inversion sobre el promedio,
se obtienen las siguientes amplitudes:

Repeticion | Amplitud de 7y | Amplitud de  # T, | Probabilidad de error
1 0.6875 0.1875 0.527
2 0.953125 0.078125 0.092
3 0.98046875 -0.05078125 0.039

A partir de la iteracion 4 la probabilidad de error comienza a subir, por lo tanto el nimero
o6ptimo de iteraciones es 3, con una probabilidad de error de 0.039.

2.3.4. Calculo del niimero 6ptimo de iteraciones

Luego de k iteraciones T tendra una amplitud by y el resto tendran todos una amplitud
my. Es decir, el estado sera
belTo) +m Y [T
ze{0,1}"
THTo
En cada iteracion se aplica el oraculo U, el cual cambia el signo de b, y luego G. Es
posible definir recursivamente las amplitudes en la repeticion k:

1
m(]:b[]:
mk+1:2Ak—mk onde k— omn

bry1 = 245 + by
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Las formulas cerradas para estas recursiones son

my, = cos((2k + 1))

1
Neae
br = sen((2k + 1))

2" —1 1
donde cos(y) = TR sen(y) = UQ—n.

Para conseguir la minima probabilidad de error, se debe minimizar |mg|. Notar que my, =

T s 1
0 siy solosi (2k+ 1)y = —, es decir, si k = — — —.
siy solosi (2k + 1)y 5 o decir, si 2
Sin embargo, dado que k es el nimero de repeticiones, debe ser entero, por lo tanto, el

ntmero 6ptimo de iteraciones es
~ 77
Ay

-1
Para calcular una cota de la probabilidad de error, observar primero que que |k — k| < 5

entonces - B B B
5 = @k + D0l =2k + 1)y = 2k + 1)y = [29(k = k)] <7

Con esto, podemos determinar que la probabilidad de error luego de k iteraciones es

1

~ 7T .
_2n

(2" — 1)(my)? = cos*((2k + 1)7) = sen2(2 (2k 4 1)) < sen®(v)

En el ejemplo anterior

™

=S
|

=3
dasen(y/ )

1
y la probabilidad de error es 0.039 < 51 = 0.0625.

2.4. Aplicacién criptografica

2.4.1. One-time pad

Este es un método de criptografia clasica [Vernam, 1926| que consiste en compartir una
secuencia de bits (clave) del largo del mensaje a transmitir y aplicar la operacion reversible
XOR para cifrar y descifrar. (Ver Figura 2.1). Las claves deben ser secretas y no deben
ser reutilizadas.

Este método es 100 % seguro: un 0 en el mensaje encriptado puede significar un 0 en el
mensaje original y un 0 en la clave, o un 1 en el mensaje y un 1 en la clave. Lo mismo
sucede con un 1 en el mensaje encriptado. Es decir que adivinar la clave tiene la misma
probabilidad que adivinar el mensaje original. La tinica debilidad de este método es la
predistribucion de claves, ya que el canal que se use para distribuirla podria ser vulnerado.
El método cuantico que se describe a continuacion, QKD-BB84 (por Quantum Key Dis-
tribution de Bennett y Brassard [1984]), es justamente un método para la distribucion
segura de claves.
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Figura 2.1: One-Time pad

2.4.2. Criptosistema Cuantico QKD-BB84

La idea es transmitir una clave binaria por un canal inseguro.

Para transmitir el bit 0, Alice (el emisor) puede elegir, al azar, la base {|0),]1)} (a la que
llamaremos esquema +) y considerar 0 = |0), o la base {|—),|+)} (a la que llamaremos
esquema X ) y considerar 0 = |—). Anéalogamente al bit 1 lo codificamos como |1) en el
esquema + o como |+) en el esquema X.

Bob realizara una medicion sobre el estado recibido eligiendo al azar entre el esquema
+ y el esquema x. Ver ejemplo en Figura 2.2. El paso final es intercambiar informacion
(por un canal abierto) de los esquemas utilizados, y sélo conservar los bits producidos
usando el mismo esquema.

1 1) 1
(1) Alice Esquema + Esquema + Bob

1
(2) Alice ! Esquema + L Esquema x 100 Bob

Figura 2.2: Ejemplo: (1) Alice transmite un 1 codificado mediante el esquema + y Bob
elije al azar el esquema + obteniendo un 1 (2) si Bob elige el esquema x obtiene 0 6 1
con probabilidad 1/2.

El algoritmo paso a paso:

1. Alice comienza a transmitir una secuencia de 0 y 1, elegidos aleatoriamente, alter-
nando los esquemas + y x también aleatoriamente.
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2. Bob recibe la secuencia y va alternando las mediciones entre los esquemas + y X
aleatoriamente.

3. Alice le transmite a Bob la sucesion de esquemas empleada.
4. Bob le informa a Alice en qué casos utiliz6 el mismo esquema.

5. Usando solamente los bits de los esquemas idénticos a dos puntas, ambos han defi-
nido una sucesiéon aleatoria de bits que servird como one-time pad de encriptacion
para transmisiones futuras por cualquier canal.

Esquemas de Alice  x + + X X+ +
Valores de Alice |[—) 10) [0) [+) |=) [0) | 1)
Esquemas de Bob  + X 4+ X + + X

X
-)
X
Valores de Bob ~ [0) [+) [0) [+) [1) [0) |=)
Coincidencias v WV v Y

Clave 0 1 0 0

6. Alice y Bob intercambian hashes de las claves (en bloques) para aceptarla o descar-
tarla.

Inviolabilidad Este protocolo es, en teoria, inviolable. Supongamos que Cliff espia el
canal de comunicacion entre Alice y Bob e intenta recuperar la clave. Cliff esta en la
misma situaciéon que Bob y no conoce cual esquema es el correcto, + o x. Por lo tanto
elige al azar y se equivocara, en promedio, la mitad de las veces.

En el paso 5 Alice y Bob se ponen de acuerdo en cudles valores tomar en cuenta (las coin-
cidencias de la secuencia de esquemas). Esta informacion no le es 1til a Cliff porque sélo
en la mitad de las veces habré usado el detector correcto, de manera que mal interpretara
sus valores finales.

Ademas el QKD brinda el método para que Alice y Bob puedan detectar el potencial
espionaje de Cliff:

Imaginemos que Alice envié un 0 con el esquema x (es decir, el qubit |—)). Si Cliff usa el
esquema +, colapsara el qubit a |0) o |1). Si Bob usa el esquema x y mide |—) coincide con
lo enviado por Alice, pero si mide |+) Alice y Bob descubriran esa discrepancia durante
el intercambio de hashes, por lo tanto descartaran el bloque.
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Capitulo 3

Introduccion a la mecanica cuantica

3.1. Postulados de la mecanica cuantica

En el Capitulo 1 vimos los postulados de la mecénica cuéntica sin mencionarlo, desde
un punto de vista matematico formal. Revisitaremos los mismos postulados, nombran-
dolos como tales. Estos cuatro postulados definen el entorno matematico conocido como
mecanica cuantica.

Postulado 1 (Espacio de estados). Todo sistema fisico cuantico aislado tiene
asociado un espacio vectorial complejo con producto escalar conocido como el
espacio de estados del sistema. El sistema se describe completamente por un
vector de estado, el cual es un vector unidad en el espacio de estados.

Postulado 2 (Evolucién). La evolucion de un sistema fisico cuantico aislado se
describe por una transformacion unitaria. Es decir, el estado |¢) del sistema en
el tiempo t; se relaciona con el estado [¢)') del sistema en el tiempo ¢, a través
del operador unitario U, el cual s6lo depende de los tiempos t; y 2.

[¥) = Ul)

El postulado anterior se puede tomar con tiempo continuo, para lo cual hace falta una
ecuacion diferencial, y el postulado se transforma en el siguiente:

Postulado 2'. La evolucién del estado de un sistema fisico cuantico aislado es
descripta por la ecuacion de Sherddinger,

Ldly)

En esta ecuacion, A es una constante fisica conocida como constante de Planck
cuyo valor debe ser determinado experimentalmente. El valor exacto no es im-
portante, en la practica es comin absorber el valor A~ en H tomando h = 1. El
operador H no es la compuerta Hadamard vista anteriormente sino un operador
hermitico fijo conocido como el Hamiltoniano del sistema.

41



42 3.1. POSTULADOS DE LA MECANICA CUANTICA

Postulado 3 (Medicion cuéantica). La medicion cuantica se describe por una
coleccion {M,,} de matrices de medicion. Dichas matrices actiian en el espacio
de estados del sistema que se mide. El indice m refiere a los resultados posibles de
la medicion. Si el estado del sistema es [1), inmediatamente antes de la medicion,
entonces la probabilidad de que el resultado m ocurra viene dado por

p(m) = (Y| My, M)
y el estado del sistema luego de la medicion es

M, |¥)
(| M, M, |)

Las matrices satisfacen la ecuacion de completitud,
> MM, =1
m

La ecuacion de completitud expresa el hecho de que las probabilidades suman

L= S plom) = S MMl = (0 (z M;Mm) )

m

Postulado 4 (Sistema compuesto). El espacio de estados de un sistema fisico
compuesto es el producto tensorial de los espacios de estados de los componentes.
Maés aun, si tenemos sistemas enumerados de 1 a n, donde el sistema i esta en el
estado [1);), el estado conjunto del sistema total es

[91) ® [1h2) © -+ @ |¢hn)

3.1.1. Medicién proyectiva

Un caso particular del postulado 3 es el conocido como medicion proyectiva. De hecho, la
medicion general es equivalente a las mediciones proyectivas mas operaciones unitarias.
Por lo tanto, en general, usaremos s6lo mediciones proyectivas.

3.1.1.1. Preliminares

Definicién 3.1 (Autovectores y autovalores) Un autovector de un operador lineal A en
un espacio vectorial dado es un vector no-nulo |v) tal que A|v) = v|v), donde v es un
niamero complejo conocido como autovalor de A correspondiente a |v).

Observacion. En la definicion anterior, notar que v # |v). De hecho, v € C y |v) € C%
La “v” que aparece en |v) es simplemente una etiqueta, un nombre, para el vector.
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Ejemplo 3.2 Consideremos la matriz de Pauli : X 7
iXZ = 4(|0) (1] + [1){0))([0)0] = [1)(1])
i(|0) (1[0} (0] = [O) (L[1) (1] + [1)€0[0) (O] — [1)(O[1){1])
= (1) (0] = 0)(1])
0 —
v 0
Queremos buscar un vector |[v) = «|0) 4+ |1) tal que i X Z|v) = v|v), para algtin v, y con
||o)|| = 1. Es decir:

i(11)(0] = [0)(1])(]0) + BI1)) = i(all) — B]0)) = —Bi[0) + «il1)
1.

debe ser igual a v(a|0) + B|1)), con |a|? + |B]* =
Por lo tanto,

O, en su notacion matricial, 1.X 7 =

( 12
B
2 2 > | T1ArE=1 |v]
|Oé|—|—|ﬁ|21 Bi |6|: ||_|_1
vae = — 31 =< a=-"— = B.U
vB =i vo,. o= —p1
\ v
1 1
R |B|_E ) !5|—ﬁ
a=—01 a=—0F1
v=1 v=—1
Tomando, por ejemplo, v = 1 y 8 = 1/v2 tenemos o« = —i/v2, y por lo tanto 1 es un

autovalor de iXZ con autovector 1/v2(|1) — i|0)).

Definiciéon 3.3 (Funcion caracteristica) La funcion caracteristica de un operador lineal
Aes c(x) = det|A — zI|.

Teorema 3.4 Las soluciones a la ecuacion c(x) = 0 son los autovalores del operador
A. O

Ejemplo 3.5 En el ejemplo anterior, podemos ver que
c(x) =det |iXZ — x|
= det [i([1) (0] = [0)(1]) — 2(|0){0] + [1)(1[)]
= det | — x|0){0] — #[0) (1] +4[1){0] — z[1)(1]]
= (—a) = (=)
=221
Y tenemos c(z) =0= 2> —1=0=z = +1.

Definicion 3.6 (Autoespacio) El autoespacio correspondiente un autovalor v de un ope-
rador linear A es el conjunto de vectores que tienen a v como autovalor.

Ejemplo 3.7 Siguiendo con el ejemplo anterior, el autoespacio correspondiente al auto-
valor 1 del operador iXZ es {3|1) — 5i|0) | 8 € C}.

Teorema 3.8 El autoespacio de un autovalor v de un operador lineal A en un espacio
vectorial V' es un subespacio vectorial de V. O
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3.1.1.2. Medici6én proyectiva

Definiciéon 3.9 Una medicién proyectiva es descripta por un observable, M, el cual es un
operador hermitico en el espacio de estados del sistema que es objeto de la observacion.
El observable tiene descomposicion espectral (es decir, factorizacion a forma canénica)

dada por:
M=>"mP,

donde P,, es el proyector al autoespacio de M con autovalor m. Los posibles resultados
de la medicién corresponden con los autovalores m del observable. Luego de medir [¢),
la probabilidad de obtener el resultado m viene dada por

p(m) = (Y| Plt))
Al obtener el resultado m, el estado del sistema inmediatamente luego de la medicién es

Balt)

p(m)
Observacion. La medicion proyectiva se puede ver como un caso particular del Postula-
do 3. Si a las matrices que forman el operador medicion del Postulado 3 le agregamos la
condicion que los M, son hermiticos y ortogonales, es decir M, M,y = 0y, 1y My, entonces
el Postulado 3 reduce a las mediciones proyectivas que acabamos de definir.

Ejemplo 3.10 Consideremos la medicién del observable Z.
c(x) = det |Z — 2I| = det |(1 — 2)[0)(0] — (1 +2)|1){1]|| = (1 —2)(~1 —2) = —1 + 2?

Por lo tanto, las soluciones a ¢(xz) = 0 son 1 y —1, y esos son los autovalores de Z. Dichos
autovalores corresponden a los autovectores |0) y |1) respectivamente.

Los proyectores Py y P, sobre los autoespacios {«a|0) | « € C} y {B|1) | 8 € C} respecti-
vamente son Py = [0)(0] y P = |1)(1]|. Notar que

Z = 10)(0] = [1){1]

Entonces, la medicién de Z sobre el estado |—) = (0+/1)/y2 da como resultado 1 con
probabilidad (—|0)(0|—) = 1/2. Similarmente, se obtiene resultado —1 con probabilidad

/s,

3.1.2. Fase

Consideremos por ejemplo el estado €?|1))®, donde [)) es un vector de estado, y 6 es un
ntimero real. Decimos que el estado €?|y)) es igual a |1)), excepto por la fase global ¢%.
La medicion sobre ambos estados es la misma: Supongamos que M,, es una matriz de
un operador de mediciéon. Entonces las probabilidades de aplicar esa matriz vienen dadas
por (| M} M,,|1b) v por (¢|e”® M M,,e®|p) = (1| M} M,,[1))®. Por lo tanto, desde un
punto de vista observacional, ambos estados son idénticos.

Por esta razon solemos ignorar las fases globales ya que son irrelevantes a las propiedades
observacionales de sistemas fisicos.

D¢ = cosf + isinf (aeia es la llamada notacion exponencial de un ntimero complejo, donde a su

modulo y 6 su argumento).
@efzeeze _ 677,9+7,9 _ 60 =1.
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3.2. Operador densidad

Hasta ahora hemos visto la mecénica cuantica en términos de vectores de estados. Una
formulacion alternativa es usando el operador densidad (o matriz densidad). Esta presen-
tacion es equivalente matematicamente, pero provee un lenguaje méas conveniente para
razonar en algunos escenarios comunes que se encuentran en la mecénica cuantica.

3.2.1. Preliminares

Definicion 3.11 (Traza) La traza de una matriz es la suma de sus elementos diagonales.

Ast, si A =373 0 aislu)(uy|, la traza se define por

Teorema 3.12 Sea A = [¢)(p|. Entonces, tr(A) = (p|¥).

Demostracion. Sean [¢) =3, a;lu;) y [p) = >_; bjlu;). Entonces,

tr(A) = tr(|v){pl) = Z‘mul Zb* (uy]) _trzazb |us) (uyl) Zazb*_ (lv)

]

Ejemplo 3.13 Sea A = |0)(—|. Entonces, A = 1/v3(]0)(0] — |0)(1]) y tr(A) = /va.
Por otro lado, siguiendo el teorema, tr(A) = (0]—) = 1/v2({0|0) — (0|1)) = 1/va.

Ejemplo 3.14 Sea A = |+)(—| = Y/2(|0)(0] — [0)(1] + [1){0O] — |1)(1]).
Entonces, tr(A) =12 —1/2=0= (+|-).

El siguiente corollario es muy ttil para evaluar la traza de un operador.

Corolario 3.15 Sea [¢) un vector normalizado y A un operador cuantico. Entonces

tr(Al) (b)) = (P[AlY)
3.16. Probar el Corollario 3.15.
Ejemplo 3.17 tr(X10)(0]) = (0|X|0) = (0]0)(1]0) + (0]1){0]0) = 0.

Propiedades (de la traza de una matriz) Sean A y B matrices de la misma dimension,
U un operador unitario y A € C. Entonces

1. tr(AB) =tr(BA) 3. tr(AA) = Atr(A)
2. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) 4. tr(UAUT) = tr(A)

Demostracion. S6lo mostramos la propiedad 4, las otras se dejan como ejercicio. De la
propiedad 1 se tiene tr(UAUT) = tr(UTU A), y como U es unitaria, tr(UTUA) = tr(A). O
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3.2.2. Conjuntos de estados cuanticos

El operador densidad provee una manera conveniente de describir un sistema cuéntico en
el cual el estado no se conoce del todo.

Definicion 3.18 (Operador o matriz densidad) Supongamos que un sistema cuantico
esta en uno de un namero de estados [¢);), donde la probabilidad de que el estado sea |1);)
viene dada por p;.

Decimos que el conjunto {p;, |¥;)} es el conjunto de estados puros. El operador densidad
o matriz densidad para este estado viene dado por la ecuacion

p= sz|¢z><¢z|

Ejemplo 3.19 El operador densidad del conjunto de estados puros {(1/4, |+)); (3/4,]1))}
tiene operador densidad

p = /alH) (] + 3/4[1) (1] = 2/8]0){0[ + 1/s|0) (1] + 1/5[1) (O] + /5[ 1) (1

_ (Y s
P\ s
Observacion. Todos los postulados de la mecanica cuantica se pueden reformular en tér-
minos del operador densidad, y haremos eso méas adelante en esta seccion.

Es decir

Evolucién Supongamos que la evolucion de un sistema cuéntico cerrado se describe por
el operador unitario U. Si el sistema estaba inicialmente en el estado [1;) con probabilidad
pi, entonces, luego de la evolucion el sistema estara en estado Uly;) con probabilidad p;.
Por lo tanto, la evolucién del operador densidad se describe por

p= szwzﬂl/fz’ £> ZZ%W%M%\UT = U,OUT

Ejemplo 3.20 Siguiendo con el Ejemplo 3.19, tomemos U = H, entonces el conjunto de
estados puros original {(Y/4,|+)); (3/4,|1))} evolucionara a {(1/4,]0));3/4,|—))} y su matriz
densidad puede calcularse de dos maneras equivalentes:

1. A partir del conjunto de estados puros:
g = YI0) 01 +3-)(-1 = 10y 0] ~3i0)al sy ol = ()

2. O utilizando la igualdad dada més arriba: o' = HpH' = HpH.
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Mediciéon Supongamos que realizamos una mediciéon descripta por las matrices M,,. Si
el estado inicial era |1;), entonces la probabilidad de obtener el resultado m es

p(mli) = (i M, Moy “2" te(MF My |163) (1))
Usando la ley de probabilidades totales, la probabilidad de obtener el resultado m es
p(m) = Zp(m\i)pi
— Zpitr(M:an|¢i><wi|)
- tr(z M Mo |3 (4]
= tr(M] M, ZPH%)(%D
= tr(M:anp)l

Si el estado inicial era [¢;), el estado luego de obtener el resultado m sera

\/<¢i|MLMm|¢i>

¥ =

Por lo tanto, luego de una mediciéon que de resultado m tendremos el conjunto de estados
|1)i™), con probabilidades p(i|m) respectivamente. Por lo tanto, el operador densidad p,,
correspondiente es

Pm = ;p( m)[e) (Wi =D (| )wilM&MmW (3.1)

i
Pero, usando teoria de probabilidad condicional,

ity = P00 plonlips MDY Mol
p(m) p(m) "t (M M,p) " tr(M5M,,.p)

Substituyendo en (3.1), obtenemos

) :ZpAMmWDWJM;@ _ MyuphMj,
" ’ tr(M:anp) tr(MiLMmp)

Ejemplo 3.21 Volviendo al conjunto de estados del Ejemplo 3.19, tenemos
p = 1/8|0){0] + 1/8[0) (1| + 1/8[1) (0] + 7/s[1) (1]

que corresponde a la matriz densidad del conjunto de estados {(3, [+)); (3,[1))}.
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Entonces, la probabilidad de medir 0 viene dada por

tr(P§ Pop) = [0){0](*/5]0) (0] + 1/s]0) (1] + 1/s|1)(0] + 75| 1)(1])
= tr(1/8]0)(0] + /8]0)(1])
= Y/str(|0){0]) + /s tr([0)(0])
— 1/8

Similarmente, la probabilidad de medir 1 por

tr([1){1]p) = str(|1){0]) + Vstr(|1)(1]) = 7/s

Podemos ver que el conjunto de estados esta en el estado |1) con probabilidad 3/4. Si ese
es efectivamente el estado inicial, la probabilidad de medir 1 seria 1. Por otro lado, en el
estado |+), la probabilidad de medir 1 es /2. De ahi que la probabilidad de medir 1 es

Blax 1+ 1ax12="T/

tal y como dedujimos con la traza.
Luego de realizar la medicion, si se midio 1, el estado del sistema podra ser descripto por
el operador siguiente:
PPl
p=—pt =2 =

Efectivamente, si se midio 1 y el estado inicial era |+), el estado final serd |1), pero lo
mismo pasa si el estado inicial era |1), por lo que la matriz densidad es la matriz densidad
del conjunto de estados {1, |1)}.

Definicién 3.22 Un sistema cuéntico donde el estado |¢) se conoce exactamente se dice
que esta en un estado puro. En este caso, el operador densidad es simplemente p = |1) (1]
Si no es un estado puro, p estéd en un estado mizto (o mezcla), o que es una mezcla de
diferentes estados puros.

Teorema 3.23 Para todo operador densidad p se tiene tr(p?) < 1.
Mas atin, la igualdad se cumple si y s6lo si p esta en un estado puro

3.24. Probar el Teorema 3.23

Teorema 3.25 Un estado cuantico que esta en estado p; con probabilidad p;, puede ser
descripto por la matriz densidad ), p;p;.

Demostracion. Supongamos que p; viene de un conjunto {p;;, [1;;)} de estados puros (con
i fijo). Por lo tanto, la probabilidad de estar en el estado |¢;;) viene dada por p;p;;. Es

decir que la matriz densidad es p =), Zj Pipis Vi) (il = 22 pipi O
3.2.3. Propiedades generales del operador densidad

Definicién 3.26 (Operador positivo) Un operador A se dice positivo si para todo vector
[¥), (Y| A]) > 0. Si (Y|Al) > 0 para todo |¢) # 0, decimos que A es definido positivo.
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Teorema 3.27 Si A es un operador positivo, entonces existe una descomposicion A =
> Ajl7) (4| donde los vectores |j) son ortonormales y A; € R§ son autovalores de A. [J

Teorema 3.28 (Caracterizacion de operadores densidad) Un operador p es el operador
densidad de un conjunto {p;, [1;)} si y solo si satisface las siguientes condiciones:

1. tr(p) =1

2. p es un operador positivo

Demostracion.

=) Sea p =) _.p;i|1;)(1;| un operador densidad. Entonces,

Lotr(p) =32, pitr([9a) (i) = 32, pi = 1.

2. Sea |¢) un vector arbitrario en el espacio de estados. Entonces,

(elple) = (¥l (szwz z/a) sz olvi) (Yilp) = Zp@ (plva? >0

<) Sea p cualquier operador positivo con traza igual a 1. Como p es positivo, usando
el Teorema 3.27 tenemos p = »; A;j|j)(j[, donde los vectores [j) son ortogonales
y A; € Ry son autovalores de p. Por la condicion de traza 1, tenemos A =1
Por lo tanto, un sistema en el estado |j) con probabilidad A; tendra un operador

de densidad p. O

El Teorema 3.28 nos permite reformular el Postulado 1 para no depender de vectores, y
podemos entonces escribir todos los postulados en términos del operador densidad.

Postulado 1. Todo sistema fisico cuantico aislado tiene asociado un espacio
vectorial complejo con producto escalar conocido como el espacio de estados del
sistema. El sistema se describe completamente por su operador densidad, el cual
es un operador positivo p con traza 1, que actia en el espacio de estados del
sistema. Si un sistema cuantico esta en estado p; con probabilidad p;, entonces el
operador densidad del sistema es Y . p;p;.

Postulado 2. La evolucién de un sistema fisico cuantico aislado se describe por
una transformacion unitaria. Es decir, el estado p del sistema en el tiempo ¢,
se relaciona con el estado p’ del sistema en el tiempo ty a través del operador
unitario U, el cual s6lo depende de los tiempos t; y ts.

pl=UpU"
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Postulado 3. La medicion cuantica se describe por una coleccion {M,,} de
matrices de medicion. Dichas matrices actiian en el espacio de estados del sistema
que se mide. El indice m refiere a los resultados posibles de la medicion. Si
el estado del sistema es p, inmediatamente antes de la medicion, entonces la
probabilidad de que el resultado m ocurra viene dado por

p(m) = tr(M;}, Mup)
y el estado del sistema luego de la medicion es

M, p M,
tr(M;%Mmp)

Las matrices satisfacen la ecuaciéon de completitud,

> MiM, =1

Postulado 4. El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto
tensorial de los espacios de estados de los componentes. Mas atn, si tenemos
sistemas enumerados de 1 a n, donde el sistema 7 esté en el estado p;, el estado
conjunto del sistema total es p; ® po ® -+ - X p,,.

3.2.4. El operador densidad reducido

Uno de los usos mas interesantes del operador densidad es para describir subsistemas
de un sistema cuantico compuesto. Tal descripcion viene dada por el operador densidad
reducido.

Definicion 3.29 Sean A y B dos sistemas fisicos tales que su estado es descripto por el
operador densidad p4Z. El operador densidad reducido para A se define por

A

pt = trp(p"P)

donde trg es la traza parcial sobre el sistema B,y es un operador lineal definido por

trp(lai) (as| @ [b1)(ba|) = |a1)(az|tr(|b1)(b2]) = (ba|b1)]a1){az]

para todo |ay), |as) en el espacio de estados de A y |b1), |bs) en el espacio de estados de

B.

Ejemplo 3.30 Supongamos que tenemos un sistema cudntico en el estado p*? = p ® o,
donde p es el operador densidad del sistema A y o el del sistema B. Entonces,

pt =trp(p@ o) = ptr(o) = p

Similarmente, p® = o.
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Ejemplo 3.31 Un ejemplo menos trivial es el estado de Bell oy = 1/v2(|00) + |11)), que
tiene el siguiente operador densidad

_ (]00) + ]11)) (<ooy+<111) _|00)(00] + [11)¢00] 4 |00) {11] + [11)(11]
V2 V2 2

Haciendo la traza sobre el segundo qubit obtenemos el operador densidad del primer
qubit:
p! = tra(p)

tr2(]00)(00]) 4 tro(]11)¢00]) + tr2(|00)(11]) + tro(]11)(11])

2
tra(]0) (0] © |0){0) + tra(|1) (0] @ |1){0]) + tra(|0) (1] @ |O){1]) + tra([1) (1] @ |1)(1])
2
(010)[0)€0[ + {0]1)[1) (0] + (1107 |0) (1] + (1[1)|1) 1]
2

10){0] + [1){1]
2

T2
Notar que este es un estado mixto, ya que tr(({/2)?) = 1/2 < 1. Es decir que al estar

enredados, por mas que el estado de dos qubits sea un estado puro, el primer qubit s6lo
esta en un estado mixto: es decir, un estado que no conocemos completamente.

3.2.4.1. Teleportaciéon cuantica y el operador densidad reducido

Podemos usar el operador densidad reducido para analizar el algoritmo de teleportacion.
Cuando presentamos el algoritmo de teleportacion (Seccion 1.6.2) dijimos que no contra-
dice la teoria de la relatividad (que entre otras cosas determina que nada puede viajar a
mayor velocidad que la luz, ni siquiera la informacion), ya que no hay trasmision de infor-
macion hasta que Alice no le envia (usando un canal clésico) el resultado de la medicion
a Bob. Podemos hacer esta afirmaciéon de manera mas rigurosa utilizando el operador
densidad reducido.

Antes de que Alice haga la medicién, el estado del sistema es

(100)(a]0) + 5[1)) + [01) (1) + 50)) + [10)(a]0) = A1) + [11)(a|1) = 5]0)))

DN | —

por lo que al medir los dos primeros qubits, se obtendra

|00) («|0) + B|1)) con probabilidad /4
|01)(«|1) + $|0)) con probabilidad 1/4
|10)(a|0) — B|1)) con probabilidad /4
|11)(«|1) — B|0)) con probabilidad 1/4
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Por lo tanto, el operador densidad del sistema es

= 1(100){00](a]0) + B11)) (0] + (1]
HOLY01|(a1) + 810)) (e 1] + (0]
+110)(10](a]0) — 811))(a*{0] — (1)
I f(af1) - 810)) (e {1] - *(0])

Por lo tanto, si hacemos la traza parcial sobre el sistema de Alice, obtenemos que operador
densidad del sistema de Bob es

pP = %((alm + BI1)) (@ (0] + 5(1]) + (1) + 5]0)) (" (1] + 57(0])
+(@|0) = B[1)) (™ (0] = B(1]) + (a]1) = 5|0)) (" (1] = 57(0]))
_ 2(la? + [B)]0)40] + 2(Jaf* + |B]*)[1) (1

4
_ 0)40[ + [1)0]
2

I
2

Por lo tanto, el estado de Bob después de que Alice hizo la medicién, pero antes de que
Bob obtuvo el resultado de esa medicion es /2. Este estado no depende del estado |¢) que
se transmitio, y por lo tanto, cualquier mediciéon que haga Bob no contendra informacion
sobre |1), lo que previene que Alice use la teleportacion para enviar informacioén a mayor
velocidad que la luz.

3.3. Descomposicién de Schmidt

Teorema 3.32 (Descomposicion de Schmidt) Sea |¢)) un estado puro de un sistema
compuesto AB. Entonces existen estados ortonormales |i4) en el sistema A y estados
ortogonales |ig) en el sistema B tal que

= 3" Aialin)

donde para todo i, \; € R] tales que > A2 =1. A los ); se los conoce como coeficientes
de Schmidt. O

Corolario 3.33 Sea |¢)) un estado puro de un sistema compuesto AB. Entonces

A=N"Nia)ial oy PP =D Nin)(isl
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Demostracion. Por el Teorema 3.32, [¢0) = >, A;|ia)|ig). Por lo tanto,

= <Z AiliA>|iB>> (Z >\j<jA|<jB|>
= Z )\i/\j‘iA>|iB><jA|<jB’

ij

— Z Aidi(lia)(jal ® lig) (jBl)

ij

Entonces

pt = trp(p? ZA Nitra(lia)(jal®lig) (JB]) = Z)\ Ai(igliB)lia) (Ja| = Z)\2|2A (ial
ij ij

Anélogamente, p? = >~ N2|ip)(ip|. O

1 11
Ejemplo 3.34 Sea |¢) = 100) +01) + | >

Primero debemos hallar la descomposicion de Schmidt de este estado, para luego obtener
los operadores densidad reducidos.
Llamamos A a la matriz de coeficientes de [)):

1
A= E(IOHOI +[0) (L] + 1) (1)

Buscamos los autovalores de AfA

ATA = = (10)(0] + 1) (0] + 1) (L) == (10) (0] + [0 (L] + [1){1)
V3 7
1
= 3(10){0] + [0} (1] + [1)O] + 2[1)(1])
Vemos que det(ATA — [z) = 2° —x + %, por lo tanto, los autovalores de A'A son
NEEERY W _3-V5
1= 6 y 2= 6
Sean v; = a1]0) 4+ £1]1) un autovalor de norma 1 asosiado a \;. Entonces
2
At Ay, = 2By 2B, (3.2)
3 3
y por otro lado
3+V5 3+\/_
)\1?]1 = 6 041’0> ﬁ1|1> (33)
Tomando (3.2) = (3.3), y ||v1]] = 1 tenemos
o + fh 3+5 9
3 G o =
2 3 5 —
ut2h  _3+vV5, PR B

3 6
o 151 =1 10
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B 2 8 = [5+V5
“VNse s ' 10

Analogamente, sea vo = 2|0) 4+ 52|1) un autovector de norma 1 asociado a Ay, entonces

tomamos
/ 5-V5
V10
Avy Avg

Sean u; = Ty uy = RE. Por la descomposicion de valores singulares de A, tenemos que
{uy,us} y {v1,v9} son bases ortonormales de C> y A = UDVT, donde U = u;]0) + uy|1),
Luego, para la descomposicion de Schmidt tomamos [14) = uy, [24) = ug, |1g) =01 ¥
125) = vy, ¥ como coeficientes de Schmidt 6, = v/A; v 6, = v/ \s. Es decir,

Tomamos, por ejemplo,

[V) = 01[14)[1B) + 02]24)|2)

Por lo tanto, por el Corolario 3.33,

p* = 01114)(1a] + 02]24)(24]

7
Por Io tanto, tr((p*)?) = tr((6s] La)(1Lal + 621240 (2)%) = 6} + 64 = ..
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Capitulo 4

El isomorfismo de Curry-Howard

4.1. Logica Proposicional Intuicionista en Deduccion
Natural

4.1.1. Gramatica y pruebas

Vamos a considerar proposiciones cuyo valor de verdad no depende de como se intepretan.
Es decir, solo consideramos tautologias de la logica proposicional (aquellas proposiciones
cuyas tablas de verdad tienen 7" en todas las filas).

Con Deducciéon Natural daremos una caracterizacion sintactica, es decir, un conjunto de
formulas que se puedan probar en un sistema deductivo.

Definicién 4.1 (Reglas de prueba) Una regla de prueba (proof rule), es una regla que per-

mite deducir una proposicion (conclusion) a partir de otras (premisas). Si Ay, As, ..., A4,
son las premisas y B es la conclusion, la regla de prueba “r” se escribe
A Ay ... A, .
B

Definiciéon 4.2 (Prueba) Una prueba de una proposicion logica en deduccion natural se
construye aplicando sucesivamente reglas de prueba.

Ejemplo 4.3 A partir de asumir A, B y C como verdaderas, podemos derivar (AAB)AC
como sigue, utilizando las reglas Hip y A;.

i gl
ANB tC A
(ANBYAC
Definicion 4.4 (Secuente) La notacion Ay, ..., A, F B denota que a partir del conjunto
de proposiciones {4, ..., A,} podemos obtener una prueba de B.

Un secuente es valido si podemos construir una prueba.

Ejemplo 4.5 A partir de la regla de hipotesis (Hip), vemos que el secuente A - A es
valido para cualquier proposicion A.

o7
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Ejemplo 4.6 Continuando con el Ejemplo 4.3, el secuente A, B,C'  (AA B) A C es un
secuente véalido.

Ejemplo 4.7 (AN B) = C,A,-C + =B, es valido (jpero aun no dimos las reglas de
prueba para mostrarlo!).

A, BF AN —B, es un secuente invélido.

Las reglas de prueba deben permitir solo proposiciones validas, impidiendo probar se-
cuentes como el del Ejemplo 4.7.

A partir del Ejemplo 4.5, podemos cambiar las reglas de pruebas para que en lugar de
tener proposiciones como premisas y conclusion, tengan secuentes.

Ejemplo 4.8 El Ejemplo 4.3 puede ser reescrito con reglas de prueba de secuentes como
sigue.
Hip

AT A i BFB ,

A BFAAB
A B,CF(ANB)ANC

Hip
CFC A,

(4.1)

Maés generalmente, podemos cambiar la regla Hip por una regla que nos permita probar
Aq,..., A, F A;. En efecto, si asumimos que Ay, ..., A, son validas, es posible derivar A;
simplemente con

AP

A esta nueva regla que permite derivar Ay,..., A, - A; la llamamos “ax”, por axioma:

AL A FA S

Asi, la derivacion (4.1), podemos generalizarla como

A&ROFAaX,&RCPij
ABCFAANB Z ABCFC
A, B,CF(AANB)AC M

con la ventaja de que cada secuente en la regla carga con el conjunto completo de hipotesis.

La regla que introduce la implicacion es la siguiente: Si a partir de la hipdtesis A se puede
derivar B, entonces A = B.

B
A= DB

i
Aqui también se ve la ventaja de cargar con las hipotesis en cada premisa y conclusion,

ya que esta regla, con secuentes, se puede notar como sigue

A+ B
'HrA= B

7

Donde I' es un conjunto de hipotesis extra.
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Definicion 4.9 (Gramatica de la logica proposicional) El lenguaje de la logica propo-
sicional que consideramos en este curso es el que se obtiene a partir de la siguiente
gramatica:

A=T|L|A=A|ANA|AVA
Donde T denota “Verdadero” y L denota “Falso”.

Observacion. Si bien no consideramos —A directamente en la gramatica, es facil ver que
—A es equivalente a A = 1.

Definicion 4.10 (Reglas de prueba) Las reglas de prueba de la logica proposicional

intuicionista son las siguientes. Notar que para cada constructor de la gramaética hay

reglas de introduccién ; y de eliminacién ., excepto para L, donde s6lo hay una regla de

eliminacion.

'ET T'HA
'-A

]
e Trcote

FAFA™ prT 1

LAFB ., THA=B I'HA_

7

'-A=20B I'-B
'FA I'B, TLFAAB, TFAAB,
'-AANB ! r-A “ I'-B 2
rrA B, 'HAvB T,AFC I‘,BI—CV
r'AvB " rAvB " r=c ¢

Descripcion de las reglas:

= La regla ax es la regla ya introducida de la hipotesis. Si en mi conjunto de hipé-
tesis asumo que una proposiciéon A es verdadera, entonces puedo derivar que A es
verdadera.

= La regla T; nos dice que bajo cualquier conjunto de hipétesis, T es verdadero.

= La regla T, nos dice basicamente que podemos descartar la prueba I' = T, o, dicho
de otra manera, que en esa prueba no hay informacion relevante.

= La regla 1. nos dice que si a partir de un conjunto de hipétesis podemos derivar
que L es verdadero, entonces podemos derivar cualquier cosa, ya que L representa
al falso, y esto constituiria una contradiccion.

= La regla =; nos dice que si asumiendo A como hipoétesis podemos derivar B, en-
tonces quitando esa hipotesis podemos derivar que A implica B.

= La regla = es el modus ponens: Si a partir de un conjunto de hipdtesis podemos
derivar A = B y también A, entonces podemos derivar B.

= La regla A; nos dice que si a partir de un conjunto de hipotesis podemos derivar A
y también B, entonces podemos derivar A A B.

» Las reglas A., y /\¢, nos dicen que a si a partir de un conjunto de hipdtesis podemos
derivar A A B, entonces podemos derivar tanto A como B.
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» La regla V;, nos dice que si a partir de un conjunto de hipotesis podemos derivar A,
entonces podemos derivar AV B. La regla V;, nos dice lo mismo si podemos derivar
B en lugar de A.

= La regla V. nos dice que si a partir de un conjunto de hipétesis podemos derivar
AV B, y ademés agregando la hipotesis A o la hipotesis B, podemos derivar C,
entonces podemos derivar C.

Ejemplo 4.11 El secuente - A = (B = A) es valido. Es decir, la proposicion A =
(B = A) es siempre valida sin asumir ninguna hipoétesis para A, B y C. La prueba es la
siguiente.
ABFrA™
AFB=A
FA= (B=A)

Ejemplo 4.12 En el Ejemlo 4.7 dijimos que el secuente (AA B) = C, A, ~C' F =B, es
véalido. Ahora podemos probarlo.

Primero, debemos reescribir la negacion con la implicaciéon a botom. Por lo tanto, el
secuente a probar es (AA B) = C,A,C = L+ B = 1. Una prueba es la siguiente.
Escribimos I' en lugar de (A A B) = C, A, C' = L por una cuestion de espacio.

i

1

- T BFA™ RBFBT
I.BF (AAB) = C [BFAANB
TBFC—= L& ILBFC _ ‘
I'BF1 __ ‘
rB=1 "'

4.1.2. Reduccion de pruebas: cut-elimination

Naturalmente, existen muchas pruebas para una misma proposicion. Por ejemplo, una
prueba de A, B = A puede ser derivarse simplemente a partir de la regla de axioma, o
con una derivaciéon més compleja como

ABFA™ ABFBY

ABFAAB , M
ABrA @

En este ejemplo se ve que al arbol de derivacion més simple para obtener A, B - A, se le
introduce una conjuncién y luego se elimina la misma conjuncion.

Otro ejemplo, es una prueba de A, B+ A A A la que puede ser simplemente la aplicacion
de la regla axioma, seguida de la introducciéon de la conjuncién,

ABFA™ AB%B%
A BFANB '
o algo mas complejo como
ABANBFANB ™ ABFAaXfLBHBT
ABF(AANB)= (AAB) A B+FAAB '

e

ABFAAB
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Aqui también se puede ver que se introduce un conectivo, = en este caso, e inmediata-
mente después se elimina.

En general, se llama “cut” a la introduccién seguida de la eliminaciéon de cualquier co-
nectivo. El proceso de “cut-elimination” es el proceso de eliminar los cuts, mediante un
sistema de reescritura de derivaciones.

Definicion 4.13 (Reglas de cut-elimination) Vamos a nombrar las derivaciones con
s

T, ...,Tn, de manera que I' = C es la derivaciéon llamada 7 que termina en la conclusion
r=cC.

También definiremos informalmente la substitucion de derivaciones. Notamos (my/A)m;
al proceso de substituir en la derivacion de m; todas las utilizaciones de la proposiciéon A
por la derivacion 7.

Las reglas, entonces, son las siguientes (una regla para los cuts possibles para cada co-
nectivo):

T
r-A

s
[FT ' TEFA —7 (T)

Uy!

T AFB T
T =y
TFAsB | Tra. m/Am (=)
I'+B c
! T2
TFA TFB,
TEANE /0™ (M)
'-A “
! 2
TFA TFB ,
TEANE /0™ (12)
r-B
B!
T'HA Up) T3
Vi
TFAVB " T,AFC ancv‘—*WMM% (V1)
r=c ¢
1
I'-B Up) T3
Vi
[FAvB * TAFC T.BFC — (m/A)ms (Va)
r=c N

Ejemplo 4.14 En la derivaciéon

ABFAM A&kaf
ABFANB ,
ABFA '@

usando la regla (A1) se obtiene la derivacion

m=ABFA™X
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Ejemplo 4.15 En la derivacion

ABANBFANB ™ _ ABFAaXfLBHBT
A BF(AAB)= (AAB) A B+FAAB '
A B+FAAB ‘

usando la regla (=), donde

ax
Ni

_ABFA™ ABFB
ABFAAB

mM=ABAANBFAAB™ vy 0m

se obtiene

ax
N

ax
(ma) AN B)my = my = MBFA" ABFB
ABFA=D

4.2. Calculo lambda (extendido) simplemente tipado

4.2.1. Gramatica

En esta materia veremos una extension del calculo lambda simplemente tipado. El célculo
lambda (que se asume ya visto en materias anteriores), se construye a partir de variables,
abstracciones y aplicaciones, es decir, la siguiente gramatica

to=x| et | tt

Aqui extenderemos el calculo lambda con algunas construcciones, las cuales no son ne-
cesarias a priori en el calculo lambda sin tipos, ya que se pueden codificar en el célculo
lambda, sin embargo, son practicas para no tener que codificarlas, y son necesarias en el
caso del calculo lambda simplemente tipado.

Definiciéon 4.16 (Gramaética del calculo lambda extendido) El lenguaje del célculo lamb-
da extendido que consideraremos en este curso es el que se obtiene a partir de la siguiente
gramatica:

t= x|*|t;t]err(t)
| Azt | ¢
‘ <t,t> ’ ’/Tlt ‘ 7T2t
|'inl(t) | inr(t) | match(¢, x.t, y.t)

Llamamos términos a las palabras obtenidas mediante esta gramética.
Descripcion informal de la gramaética:

= A las variables las anotaremos con las letras x, y, 2.

= El simbolo * denota el par vacio, el fin de la ejecucion.

= La construccion t;r denota la secuencia: primero ¢, luego r.
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» La construccion err(t) denota que el término ¢ produce un error.

= La construccién Az.t denota la funcién cuya variable es x y cuerpo es t.

= La construccion ¢r denota la aplicacion de ¢ al argumento 7.

» La construccion (t,r) denota el par.

= La construccion w1t denota la proyeccion de la primera componente de un par t.
= La construccion met denota la proyeccion de la segunda componente de un par .
» La construccion inl(t) denota que ¢ es la componente izquieda de un tipo suma.
» La construccion inr(t) denota que t es la componente derecha de un tipo suma.

» La construccion match(t, z.r,y.s) denota el match, el cual si machea ¢ con inl(t')
devuelve el resultado de aplicar A\x.r a t' y si machea t con inr(t') devuelve el
resultado de aplicar \y.s a t'.

4.2.2. Seméantica operacional
4.2.2.1. Reglas de reduccion

La gramética nos dice qué términos podemos escribir sintacticamente. La semantica ope-
racional nos da el significado de los términos, al definir como operan.

Definicién 4.17 (Reglas de reduccion) Definimos una relacion entre términos t — r,
llamada reduccién, como la relaciéon que satisface las siguientes reglas:

*t—>t (sec)

(Ax.t)r — (r/z)t (8)

m(t,r) — t (1)

mo(t, 1) —> (72)

match(inl(¢), z.r, y.s) — (t/x) (match;)
match(inr(t), z.r,y.s) — (t/y)s (match,.)

asi como las reglas de congruencia que permitiran reducir un subtérmino de un término:

t—r t—7r t—r t—>r t—7r t—>r

t;s —r;s st — s;r err(t) — err(r) Azt — \xr ts — s st — sr

4.18. Escribir las reglas de congruencia que faltan para que se pueda reducir
dentro de cualquier término.

Observacion. La cuarta regla de congruencia, que permite reducir dentro de la funcion,
corresponde a la posibilidad de optimizar programas.
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4.2.2.2. Captura de variables

4.19. Reducir los siguientes términos

(Ax. Az.x)inl(x)inr(*)
2. (A\z.(A\y.(Az.y; x))z)*
(Az.(Af.(Az. fx)inr(%))(Ay.y; x))inl (%)

Tenemos que definir precisamente qué significa (r/x)t. Damos una definicion inductiva:

1.

3.

(r/x)e=r
(r/z)y =y
(r/x)*x =%
(r/x)t;s = (r/x)t; (r/x)
(r/x)err(t) = err((r/x)t)
(r/x)(Az.t) = Ax.t
(r/z)(Ay.t) = dy.(r/x)t Siy & FV(r)
(r/x)(Ay.t) = Az.(r/x)(z/y)t Siy e FV(r)
(r/x)(ts) = (r/x)t(r/x)s
(r/z)(t,s) = ((r/x)t, (r/z)s)
(r/x)mt = m(r/x)t
(r/x)mot = mo(r/x)t
(r/x)inl(t) = inl((r/x)t)
(r/x)inr(t) = inr((r/z)t)
(r/x)match(t, .51, 2.59) = match((r/x)t, x.s1, z.(r/x)se) Siz ¢ FV(r)
(r/x)match(t, x.s1, 2.89) = match((r/z)t, z.s1,w.(r/z)(z/w)sy) Siz € FV(r)
(r/x)match(t,y.s1, x.s9) = match((r/x)t,y.(r/x)s1,x.s9) Siy ¢ FV(r)
(r/x)match(t,y.s1, x.s9) = match((r/x)t,y.(r/z)(y/w)s1, z.52) Siy € FV(r)
(r/x)match(t,y.51, 2.82) = match((r/z)t,y.(r/z)s1, z.(r/x)ss) Si{y,z} NFV(r)=10
(r/x)match(t,y.s1, z.82) = match((r/x)t,w.(r/x)(w/y)s1, z.(r/z)s2) Si{y,z} NFV(r) ={y}
(r/x)match(t,y.s1, z.82) = match((r/z)t,y.(r/x)sy, w.(r/z)(w/z)s2) Si{y,z} NFV(r) ={z}
(r/x)match(t,y.s1, 2.52) = match((r/z)t, wy.(r/z) (w1 /y)s1, wr.(r/z)(wa/2)se) Si{y,z} C FV(r)

4.20. Definir, por induccion sobre t, FV(t).

4.21. Definir, por induccion sobre ¢, BV (t), es decir, el conjunto de variables
ligadas de ¢ (“bounded variables”).

4.2.2.3. Estrategias de reduccion

Primeras definiciones
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Definiciéon 4.22 Notamos —* al cierre reflexivo y transitivo de —.

Es decir, si t —* r, entonces, t = sg —> §y —> S9 —> ... —> S, =1, con n > 0.
Notamos —™ al cierre transitivo de —.

Es decir, sit —*r,t=s9g — s — ... — S, = u, conn > 1.

Ejemplo 4.23 (Az.x;x)x —* x porque (Az.x; %)x —> *; % —> *.
También, (Az.z;*)x —T %, ya que (Az.x; %)% # *.
Definiciéon 4.24

1. Un término t esté en forma normal si no existe r tal que t — 7.

2. Un término t es normalizable (o tiene forma normal) si existe r en forma normal
tal que t —* r.

3. Un término t es fuertemente normalizable si no existe una secuencia infinita s,
s1, ... tal que t — sg —> s — .... Es decir, toda secuencia de reducciéon
comenzada en t debe ser finita y terminar en un término en forma normal.

Definicién 4.25 Sea — una relacion binaria, y —J, su cierre reflexivo y transitivo.

= —p satisface la propiedad del diamante sit —pgrri yt —g t
ro implica que 1y —>r s y ro —> g S para algun s. x/ \
r r

1 2
s
» —p es Church-Rosser o confluente si —}, satisface la propiedad del diamante.
Es decir, si t —5 r1 y t — 7, 72 implica que 1y —7, s y 1o —}; S para algun s.
» —p tiene formas normales inicas sit —}, r1 yt —}; 72, para términos en forma
normal ry y ro, implica r = rs.
Lema 4.26
1. Si — R satisface la propiedad del diamante, entonces es Church-Rosser.
2. Si —p es Church-Rosser, entonces tiene formas normales tinicas.

4.27. Demostrar el Lemma 4.26

Teorema 4.28 La relacion definida en la Seccion 4.2.2 (semantica operacional) es Church-Rosser.
O

Ejemplo 4.29 (Az.x; x)*

L
L

* (Az.x)*
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Pero esta propiedad, cuando hay términos que no terminan, no es suficiente, como veremos
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.30 Sea
Q, = (A\z.xa*)(A\r.xox)

Es facil ver que 2, — Qx —> Q xx —> Q  xxk —> + -+,
Entonces:

match(inl(x), z.z,y.€Q) = match(inl(x), z.z, y.Qx)
— match(inl(x), x.z, y.Q, * )
— match(inl(x), z.x, y.Q, * %*)
— e —> 00

match(inl(%), z.x, .€2,) tiene un dnico resultado que es %, pero no cualquier camino llega
a él.

Solucion (en este caso): cuando hay un match, reducir primero el match antes que sus
ramas. Esto, como veremos luego, es una estrategia.

Ejemplo 4.31 Sea Cy = Ax.0y QF = Qux---*.

n

Co? —— 0

|

Col — Co02 — Cu — Gt —— -

La nocioén de estrategia de reduccion permite definir el orden en el cual se debe reducir
un término.

Definicion 4.32 Llamamos redex (por Reducible Ezpression) a un subtérmino de un
término que puede reducir.

Reducciéon débil Ejemplo motivador:

(Ax.z)*

» La direccion — dice qué sucede cuando se ejecuta el programa.

= La direccion | comienza a ejecutar el programa antes de recibir los argumentos, es
decir, no ejecuta el programa sino que lo optimiza.
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Definicion 4.33 Una estrategia de reduccion es débil si no reduce nunca el cuerpo de
una funcion, es decir, si no reduce bajo A.

Observacion. La estrategia débil no optimiza programa, los ejecuta. S6lo hace falta para

ésto eliminar la regla
t—u

Ar.t — Axz.u

Call-by-name

CoQl — CoQ2 — Co¥ — CoQt —— -

Definiciéon 4.34 La estrategia call-by-name reduce siempre el redex de més a la izquierda.
En caso de ser ademas débil, seré el més a la izquierda que no esté debajo de un .

Teorema 4.35 (Estandarizacion) Si un término reduce a un término en forma normal,
entonces la estrategia call-by-name termina. O]

Una ventaja de ésta estrategia es el teorema de estandarizacion. Otra ventaja es que si
tenemos, por ejemplo (Azx.x)(Fact 10) no necesitamos calcular el factorial de 10. Por otro
lado, si tenemos (Az.(x, z))(Fact 10), tendremos que calcular el factorial de 10 dos veces.
De todas maneras, la mayoria de los lenguajes que usan call-by-name usan alguna manera
de “compartir” informacion (por ejemplo, con punteros que dicen que (Az.(z, z))(Fact 10)
reduce a (z,z), donde = es un puntero a Fact 10). A eso se le llama reduccion lazy.

4.36. Escribir las reglas de reduccion y congruencia que implementan call-by-name.

Call-by-value

Co’ —— 0

Definicion 4.37 A los términos ¢ tales que FV(t) = () y que ¢ esté en forma normal, se
les llaman valores.

Definicion 4.38 La estrategia call-by-value consiste en evaluar siempre los argumentos
antes de pasarlos a la funcién. La idea es que

(Ax.t)v

reduce solo cuando v esté en forma normal (si la estrategia es débil, y solo reducimos
términos cerrados, v es un valor).
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En (Az.(z,x))(Fact 10) comenzamos por reducir el factorial, obtenemos 3628800 y recién
ahi lo pasamos a la funcion. De esa manera el factorial es calculado una vez.

4.39. Escribir las reglas que implementan call-by-value.

Observacion. Un poco de pereza es necesaria: match siempre debe evaluar primero la
condicién, estemos en call-by-name o call-by-value.

4.2.3. Tipos simples
4.2.3.1. Introduccién

Ejemplos motivadores:

(A\r.mx) \e.x — mAr.T

match(\z.z, x.z,y.y) /—
(A\x.z) * Az.x — %A\

iTodo es aplicable a todo! Sin restricciones. Proyectar una funcién no tiene sentido. Hacer
un match sobre una funcién o pasarle un argumento a un *, tampoco.
Idea: detectar este tipo de errores sintacticamente. Por ejemplo:

Az.x recive un argumento y devuelve lo mismo « es una constante

(Ax.x) x es una constante

Es decir, deducimos que no tiene sentido pasarle un argumento a (Az.x)x, ya que es una
constante, y lo dedujimos sin tener que ejecutar el programa.

En matematicas:

Funcién: Dominio = Codominio

~N

Cualquier conjunto

Ejemplo:

f: Pares - N

T

H —
fla) o s
. Esta bien definido f(3+(4+1))? Hay que determinar si 3+ (4+ 1) pertenece al dominio,
es decir, si es par.

En general, determinar si un objeto cualquiera pertenece a un conjunto cualquiera es un
problema indecidible.

De todas maneras, § lo podemos calcular si 2 es un nimero (y no, por ejemplo, una
funcion), y poco importa si es par o no. Asi que vamos a restringir las clases de conjuntos
que se pueden utilizar como dominios. A estos conjuntos los llamamos tipos.
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4.2.3.2. Gramaéatica

Definicion 4.40 (Gramaética de tipos) El lenguaje de tipos simples que consideramos en
este curso es el que se obtiene a partir de la siguiente gramatica:

Ac=T|L|A=A|ANA|AVA

Donde T y L son dos tipos de base.

4.2.3.3. La relaciéon de tipado

Definicion 4.41 (Contexto de tipado) Un contexto de tipado es un conjunto finito de
pares de variables con tipos: {(z1, A1), ..., (z,, A,)}. Usualmente escribimos los contextos
como zy : Ay, ...,x, : Ay, y los notamos genéricamente con letras griegas mayusculas
como I', A, Z.

Definiciéon 4.42 (Reglas de tipado) La relacion de tipado es una relacion entre un con-
texto de tipado I', un término ¢ y un tipo A (notacion I' ¢ : A), que se define por medio
de las siguientes reglas de tipado. Notar que para cada constructor de la gramatica hay
reglas de introduccién ; y de eliminacién ., excepto para L, donde s6lo hay una regla de
eliminacion.

'Ht: T T'kHr: A I'kH¢: L n

Ti FEtr: A Te I'Ferr(t): C

F,x:AI—m:AaX F'Ex:T

Pw:AFt:B . Tkt:A=DB Tkr:A_
T'FXet:A=B ' CHtr:B

't A FI—T’ZB/\} Ff—t:A/\B/\ Fl—t:A/\B/\
' {try:ANB ’ F'Fmt:A 7 I'Fmt:B  °
Tkinl(t): AvB " Tkhkinr(t): AVB "
'tt:AvB TIyz:AFr:C T,y:BkFs:C
[' F match(t, z.r,y.s) : C

e

Ve

Descripcioén de las reglas:

= La regla ax dice que si en el contexto de tipado se tiene x : A, entonces puedo
derivar que = : A.

= La regla T; nos dice que en cualquier contexto de tipado, x: T.

= La regla T, nos dice que si en un contexto de tipado ¢ : T, entonces ¢;r tendra el
tipo de A, la reducciéon de t terminara en x, el cual serd descartado luego.

= Laregla 1. nos dice que si en un contexto de tipado podemos derivar ¢ : 1, entonces
t es un error y podemos tiparlo con cualquier tipo, marcandolo como error.

= La regla =; nos dice que si en un contexto de tipado tengo x : A y podemos
derivar t : B, entonces quitando esa variable del contexto, podemos derivar que
AT : A= B.
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= La regla = dice que si en un contexto de tipado podemos derivar que t tiene el
tipo de funciéon A = B, y que r : A, entonces la aplicacion de t a r tendra el tipo

B.

= Laregla A; nos dice que si en un contexto de tipado podemos derivar ¢ : A y también
r: B, entonces podemos derivar (¢t,7) : AN B.

» Las reglas A, v A, nos dicen que a si en un contexto de tipado podemos derivar
t: AN B, entonces podemos derivar tanto 7wt : A como mot : B.

= Laregla V;, nos dice que si en un contexto de tipado podemos derivar ¢ : A, entonces
podemos derivar inl(t) : AV B. La regla V;, nos dice lo mismo si podemos derivar
t: Benlugar det: A.

= La regla V. nos dice que si en un contexto de tipado podemos derivar t : AV B,
y ademas agregando la variable x : A o la y : B, podemos derivar r : C'y s : C
respectrivamente, entonces podemos derivar match(t, z.y, s. :)C.

Ejemplo 4.43 La derivacion F Ax.A\y.xz : A = (B = A) es valida. La prueba es la
siguiente.

X

a
r:Ay:BFax: A .,

r:AF ) yxz:B=A
FAx\yx: A= (B=A)

%

Ejemplo 4.44 Seal'=2: (AANB)=Cy: A,2:C= Ly A=T,w:B.

ax
N

e

AFy:A™ AFw:B
Af—x:(A/\B):>C'aX AF (y,w): ANB
AFz:C=1™ AFz(y,w):C -
AF z(z(y,w)) : L
I'F A w.z(zx(y,w)) : B= 1

=e

i

Ejemplo 4.45 Sean A=z : (TVT)= T,y ['=A y: T. Entonces,

T

. I'Ex:T V;

Fky:T ax inl(x) : TV T
CEyyinl(x): TVT Te'
AFMyyinlx):T=(TVT) " AFx:T L
AFz:(TVT) =T ™ AT Qwaiinl () TVT
AF z((Ay.y;inl(x)*) : T
FAz.z((Ayy;inl(x)*) : (TVvT)=T)=T

4.46. Tipar \z.xz.

Teorema 4.47 (Subject reduction) SiI'F¢: Ayt — r entonces I' Fr : A. O

e

e

=
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Es decir: si deducimos el tipo A para un término, con las reglas de tipado (sin “ejecutar”
el programa), y luego ejecutamos el programa obteniendo 7, entonces el término r tiene el
mismo tipo. jEs exactamente lo que queriamos! La intencion fue desde el principio saber
qué tipo de resultado voy a tener al ejecutar un programa (T, una funcion, etc), y este
teorema nos dice que el sistema de tipos que definimos hace eso.

Teorema 4.48 (Normalizacion fuerte) Todo término tipado, termina. O

. Qué sucede con Q, = (Az.zax)(Az.xa*)? No es tipable. Es decir, no existe un tipo A tal
que - Q, : A.

Observacion. En este lambda calculo extendido podemos codificar true = inl(x), false =
inr(*) y tendremos
if ¢ then r else s := match(¢, x.r,y.s)

En efecto,

if true then r else s = match(inl(x), z.r,y.s) — r

if false then r else s = match(inr(x), z.r,y.s) — r

Por lo tanto, podemos identificar el tipo Bool con T V T.
La compuerta Not que a true le asocia false y viceversa, la podemos codificar como

Not := Az.match(z, y.inr(x), z.inl(%))

4.49. Mostrar que - Not: (TV T) = (TVT).

4.50. Definir las compuertas And y Or.

4.51. Dar el tipo de los términos del ejercicio anterior.

4.2.4. FEl isomorfismo

Tan so6lo viendo las Definiciones 4.10 (reglas de prueba de la logica proposicional) y 4.42
(reglas de tipado del calculo lambda extendido), es evidente de que estamos hablando de
lo mismo.

4.2.4.1. El calculo lambda como un lenguaje de pruebas

Si consideramos el secuente = T = T, podemos probarlo mediante la siguiente derivacion
de prueba:

TET &
FT =T

2

(4.2)

pero también podemos derivarlo con

TFT ™

ax =

T=TFHT=T l—T:>T:

l—(T:>"|—):>("I'¢T):>
FT=T

i

)

e

(4.3)
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La primer derivacion, corresponde al término \z.x, mientras que la segunda corresponde
al término (Ay.y)Ax.z. Mas atn, el secuente

Fdzx:T=T (4.4)
esta en correspondencia biunivoca con la prueba (4.2) y
FAyy) e : T=T (4.5)

con la prueba (4.3). En general, tenemos que I' F ¢ : A esté en correspondencia con una
prueba y s6lo una de I' H A, y por eso podemos acunar el slogan

Los términos tipados del cdalculo lambda son las pruebas de las proposiciones
de la logica proposicional

4.2.4.2. La semantica operacional y el cut-elimination

La Definicién 4.13 (cut-elimination) también coincide con la Definicién 4.17 (reglas de
reduccion). Por ejemplo, podemos ver que la derivacion (4.3) reduce, mediante las reglas
de cut-elimination, a la derivacion (4.2), de la misma manera que el término (4.4) reduce
al término (4.5) usando las reglas de reduccion.

» Laregla (T) coincide con la regla (sec): Se trata de la introduccion de T (x) seguido
de su eliminacion (la secuencia).

T
A

=T

/s
FI—AT—>7T *t—t

» La regla (=) coincide con la regla (f): Se trata de la introduccion de = (una
lambda abstraccion) seguida de su eliminacion (la aplicacion).

!
F, AFB ) o

I'-B

» Lasreglas (A1) y (A2) coinciden con las reglas (m;) y (m2): Se trata de la introduccion
de A (un par) seguido de su eliminacion (la proyeccion).

Us! 2

'A I'EB
FI—A/\B/\/\i_HTl m(t,r)y — t

r-A “

Uy T2
'-A I'-nB
FPAAB/\
I'+B 2

Ni — To mo(t,r) —> 7
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» Las reglas (V1) y (Va) coinciden con las reglas (match;) y (match,): Se trata de la
introduccion de V (inl o inr) seguido de su eliminacion (el match).

T
I'EA T2 T3
\Z
TFAVB '" T,AFC RBFCV'_>WMMM
r-cC ¢ match(inl(¢), z.r,y.s) — (t/x)r
T

I'-B P T3
\Z
TFAVB '® T,AFC ancv‘—>Wﬁmm
'-cC ¢ match(inr(t), z.r,y.s) — (t/y)s
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Capitulo 5

Semantica denotacional

5.1.

Introducciéon a la teoria de categorias

5.1.1. Primeras definiciones

Definiciéon 5.1 Una categoria C se compone de:

1.
2.

Una coleccion de objetos Obj(C).
Una coleccion de flechas o morfismos Arr(C).

Operaciones que asignan a cada flecha f un objeto dom f (su dominio) y un objeto

cod f (su codominio) (escribimos f: A — Bo A B para indicar que dom f = A
y cod f = B). A la coleccion de todas las flechas con dominio A y codominio B la
escribimos Homg (A, B).

. Un operador de composicién que asigna a cada par de flechas A B v B % C,

la flecha composicion A ELYs) que satisface la siguiente ley de asociatividad:

Para todas las ﬂechasALB,BLC,C%D, ho(gof)=(hog)of

Para cada objeto A existe una flecha identidad A M,y que satisface la ley de
indentidad:

ParatodaﬂechaALB, ldpof=/fy foldg=f

Ejemplo 5.2 La categoria Set tiene como objetos a los conjuntos y como flechas a las
funciones totales entre conjuntos. La composicion es la composicion de funciones, y las
flechas identidad son las funciones identidad.

Ejemplo 5.3 Un orden parcial <p en sobre un conjunto P es una relacion reflexiva,
transitiva y antisimétrica en los elementos de P, es decir, es una relacion para la cual,
para todo p,p’,p” € P,

L. pSP b,

75
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2. Sip<pp yp <pp", entonces p <pp”,
3. Sip<pp' yp <pp, entonces p =yp/

Si existe un orden parcial <p para un conjunto P, decimos que (P, <p) es un conjunto
parcialmente ordenado.

Sean (P, <p) a (Q, <g) dos conjuntos parcialmente ordenados. Una funcién f : P — @
preserva el orden (o es monoénona) si p <p p’ implica f(p) <g f(p').

La categoria Poset tiene como objetos a los conjuntos parcialmente ordenados y como
flechas a las funciones totales que preservan el orden.

Verificamos que esto satisface cada punto de la Definiciéon 5.1:

1. Obj(Poset) es la coleccion de los conjuntos parcialmente ordenados.

2. Arr(C) es la coleccion de funciones totales (P, <p) SN (@, <g) que preservan el
orden.

3. Para cada funcién total que preserva el orden f con dominio P y codominio @,
tenemos dom f = (P,<p), cod f =(Q,<g),y f € Homposet (P, <p), (Q, <g)).

4. La composicion de dos funciones totales P 7, Qv Q —%5 R es una funcién total
gofde Pa R.Masaun,sip <p p/, como f preserva el orden, tenemos f(p) <o f(p),
y, como g preserva el orden, tenemos g(f(p)) <r g(f(p')), por lo tanto, go f preserva
el orden y entonces g o f € Arr(Poset). Finalmente, la composicion de funciones
es asociativa.

5. Para cada orden parcial (P, <p), tenemos que la funciéon identidad ldp preserva el
orden y satisface la ley de indentidad.

Ejemplo 5.4 Un monoide (M, *, e) es un conjunto M equipado con una operacion binaria
« de un par de elementos de de M en M tal que (zxy)+z = x*(y*z) para todo x,y,z € M,
y un elemento distinguido e tal que e x x = & = x % ¢ para todo x € M.

Un homomorfismo de monoides de (M, *p,epr) a (N, *n, en) es una funcion f: M — N
tal que f(ey) =en y f(z*py) = f(2) *n f(y). La composicion de dos homomorfismos
de monoides es la misma que la composiciéon de funciones en conjuntos.

La categoria Mon tiene a los monoides como objetos y a los homomorfismos de monoides
como flechas.

Ejemplo 5.5 La categoria Vec es la categoria cuyos objetos son espacios vectoriales y
cuyas flechas son las transformaciones lineales.

Ejemplo 5.6 La categoria 0 es la categoria tal que Obj(0) =0 y Arr(0) = (.

5.1.2. Diagramas

Definicion 5.7 Un diagrama en una categoria C es una coleccion de vértices y aristas
dirigidas, etiquetados consistentemente con objetos y flechas de la categoria C.
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Un diagrama en una categoria C se dice conmutativo si, para cualquier par de vértices
X e Y, todos los caminos en el diagrama desde X hasta Y son iguales, en el sentido de
que cada camino del diagrama determina una flecha y esas flechas son iguales en C.

Por ejemplo, en lugar de decir f o ¢ = go f’, puedo decir que el siguiente diagrama
conmuta:

X —r— 7

g’ 9

W —r—Y

Teorema 5.8 Si los dos cuadros internos del siguiente diagrama conmutan, entonces el
rectangulo exterior también conmuta.

A—f—B —fr—C

Pl
Al —9— B —g— ('
Demostracion.
(g'cg)oa

(asociatividad) = ¢’ o (g o a)
(conmutatividad del primer cuadrado) = ¢' o (bo f)
(asociatividad) = (¢’ o b) o f
(conmutatividad del segundo cuadrado) = (co f') o f
(asociatividad) = co (f" o f)

5.1.3. Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos

Definicién 5.9 Una flecha B —/5 C en una categoria C es un monomorfismo si, para

cualquier par de flechas A -4 By A . Bdela categoria, la igualdad fog = foh
implica que g = h.

Teorema 5.10 En Set, los monomorfismos son exactamente las funciones inyectivas (las
funciones para las cuales f(x) = f(y) implica x = y).

Demostracion. Sea B —1 C una funcion inyectiva, y sean A -5 B, A "4 B tales que
fog= foh,pero g # h. Entonces hay algtin elemento a € A para el cual g(a) # h(a).
Pero como f es inyectiva, f(g(a)) # f(h(a)), lo que contradice la suposicion de que
fog= foh. Esto muestra que una funcién inyectiva es un monomorfismo.

Sea B —L5 ' un monomorfismo. Si f no es inyectiva, entonces existen dos elementos
b,/ € B tales que f(b) = f(V'). Sea A = {a} un conjunto de un solo elemento, y
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A %5 B la funcion g(a) = b, mientras que A "5 B es la funcion h(a) = b'. Entonces
flg(a)) = f(b) = f(') = f(h(a)), lo cual contradice la supocision de que f es un
monomorfismo. O

Definicién 5.11 Una flecha A /5 B en una categoria C es un epimorfismo si, para
cualquier par de flechas B -2+ C'y B N C, laigualdad go f = ho f.

Teorema 5.12 En Set, los epimorfismos son exactamente las funciones sobreyectivas (las
funciones f : A — B para las cuales para cada b € B existe un a € A tal que f(a) =b).

Demostracion. Ejercicio O]

-1
Definicién 5.13 Una flecha A —5 B es un isomorfismo si existe una flecha B L A,
llamada inversa de f, tal que f~'o f =Idsy fo f~! = Idg. Los objetos A y B se dicen
isomorfos si hay un isomorfismo entre ellos.

Teorema 5.14 En Set, los isomorfismos son exactamente las funciones biyectivas (eso
es, inyectivas y sobreyectivas a la vez). ]

5.1.4. Algunas construcciones universales a todas las categorias
5.1.4.1. Objetos iniciales y terminales

Definicién 5.15 Un objeto 0 es llamado objeto inicial si, para todo objeto A, existe
exactamente una flecha desde 0 a A.

Definicién 5.16 De forma dual, un objeto 1 es llamado objeto terminal si, para todo
objeto A, existe exactamente una flecha desde A en 1.

Ejemplo 5.17 En Set el objeto inicial es el conjunto vacio ). Para todo conjunto A, la
funcion vacia es la tnica funcién de () en A. Todo conjunto de un sélo elemento es un
objeto terminal, ya que para todo conjunto A existe una tunica funciéon de A a {z} que
mapea todos los elementos de A en x.

Ejemplo 5.18 Los objetos terminales pueden ser usados para proveer un anélogo en
categorias al concepto de elementos de conjuntos. La observacion que motiva esto es que,
en la categoria Set, las funciones desde un conjunto de un sélo elemento a un conjunto
A estan en correspondencia uno-a-uno con los elementos de A. Més aun, si x € A,
considerada como una flecha 1 —— A desde algin conjunto de un sélo elemento 1, y f es
una funcion de A a algin otro conjunto B, entonces el elemento f(z) es el Gnico elemento
de B tal que es la imagen de la composiciéon f o x.

En términos categoricos, una flecha desde un objeto terminal a un objeto A se llama
elemento global o constante de A.

5.1.4.2. Productos

Definicion 5.19 Un producto de dos objetos A y B es un objeto A x B, que viene con
dos flechas proyeccion A x B =5 Ay A x B =% B tales que para todo objeto C'y par
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de flechas C —L5 A y C -4 B, existe exactamente una flecha C U—’g; A x B que hace que
el siguiente diagrama conmute.

A < ™ Ax B Lp) > B
\f\g@/g/
C

Es decir, m o (f,9) = fy mo(f.9) =g

Las aristas punteadas en un diagrama se usan para representar flechas que se afirma que
existen cuando el resto del diagrama se completa apropiadamente.

Definiciéon 5.20 Si A x C' 'y B x D son productos, entonces para todo par de flechas
A i>By C -5 D, el mapa producto A x C X4 B« D es la flecha (f om,gom).
Observacion. Notar que hay dos productos en juego en la definicién anterior y sin embargo
hablamos de m; y 75 sin decir a cual nos referiamos. Esto se puede hacer ya que la teoria

de categorias es un formalismo “fuertemente tipado”, en el sentido de que sélo un par de
proyecciones puede ir alli, para que la flecha tenga sentido.

La nocién dual al producto, el coproducto, corresponde, en teoria de conjuntos, a la union
disjunta.

Definiciéon 5.21 Un coproducto de dos objetos A y B es un objeto A+ B, que viene con
dos flechas de inyeccion A =+ A+ By B =2 A+ B tales que para todo objeto C'y par

de flechas A L5 ¢ v B %5 (', existe exactamente una flecha A+ B [Lgl C que hace que
el siguiente diagrama conmute.

A i > A+ B < i B

~. L 7

I

Es decir, [f,gloi1 = fy [f.gloia=g.

5.1.4.3. Curryficaciéon

Dado que si Ay B son conjuntos, Homse: (A, B) es un conjunto, tenemos que Homse (A, B) €
ODbj(Set). Sin embargo, no sucede en toda categoria C que dados dos objetos A y B en
la categoria, Homc (A, B) sea un objeto de la categoria. Por ejemplo, eso no sucede en la
categoria Mon.

En las categorias que si admiten considerar a Hom¢(A, B) como un objeto de la categoria,
vamos a identificar ase objeto como [A, B], y vamos a dar una caracterizacion categorica
del objeto (lo cual permitira probar que el objeto pertenece a la categoria).
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Definicion 5.22 (Objeto exponencial) Sea C una categoria con productos y sean A y
B objetos de la categoria. Un objeto [A, B] es un objeto exponencial si existe una flecha

[A,B] x A 22lag B tal que para todo objeto C'y flecha C' x A -2 B hay una tnica flecha
curry(g) : C'— [A, B] que hace que el siguiente diagrama conmute.

[A,B] x A evalap » B
curry(g)XIdA/9
CxA

Es decir, una tnica flecha curry(g) tal que

evalap o (curry(g) x Ida) =g

Una forma intuitiva de entender la definiciéon anterior, es evaluando los mapas. En este
caso quedaria de la siguiente manera:

(curry(g)(c), a) F———evalas —— (curry(g)(c))(a)

curry(g)xId

o

9/

Definicién 5.23 (CCC) Una categoria cartesiana cerrada (CCC) es una categoria con
objeto terminal, productos y exponenciacion.

5.1.5. Functores, transformaciones naturales y adjunciones
5.1.5.1. Functores
Definicion 5.24 Sean C y D dos categorias. Un functor F' : C — D es un mapa que
lleva cada objeto A € Obj(C) a un objeto F(A) € Obj(D), y cada flecha A 1 Be
Arr(C) a una flecha F(A) oy F(B) € Arr(D) de manera tal que para todos los objetos
A € Obj(C) y todas las flechas componibles f,g € Arr(C) se tiene

1. F(lda) = ldp(a

2. F(go f)=F(g)o F(f)

Ejemplo 5.25 Dado un conjunto S podemos armar el conjunto List(.S) de listas finitas
de elementos de S.

Esto define el mapa List que es la parte que acttia sobre objetos de un functor de Set en
Set.
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La parte que actia sobre las flechas lleva la flecha S L5 5 a una funcion List(.5) H)
List(S") que, dada una lista L = [sq,. .., s,] mapea a la f sobre cada uno de los elementos:

List(f)(L) = [f(s1), ..., f(s2)]

Ejemplo 5.26 Es facil ver que para cualquier conjunto S, (List(S), +, []) es un monoide,
donde + es la concatenacion de listas y [| es la lista vacia. En efecto, + es cerrada en
listas, es asociativa, y [] es su elemento neutro.

Por lo tanto, podemos considerar a List como un fucntor de Set en Mon. La parte que
actia sobre los elementos lleva cada conjunto S al monoide de listas con elementos de S.
La parte que actta sobre las flechas lleva una funcién f a un homomorfismo de monoides
List(f) = maplist(f), cuya definicion recursiva es

maplist(f)([]) = [
maplist(f)(L ++ L") = maplist(f)(L) + maplist(f)(L)
maplist(f)([s]) = [f ()]

Notar que las dos primeras lineas de esta definicion, prueban que maplist(f) es un ho-
momorfismo de monoides.

List(S) es usualmente llamado el monoide libre generado por S.

Ejemplo 5.27 Sea C una categoria con producto X x Y para cada par de objetos X e
Y. Entonces, cada objeto A € Obj(C) determina un functor (— x A) : C — C que lleva

cada objeto B a B x Ay cada flecha B Jica f xldy.

El — se usa para decir a déonde se coloca el argumento. Es lo que en célculo lambda
escribirfamos A\z.x x A.

5.1.5.2. Transformaciones naturales

En la seccion anterior definimos mapas de una categoria a otra (functores). Ahora vamos
a definir mapas que preservan estructuras, llamadas transformaciones naturales, de un
functor a otro.

Intuitivamente, la idea es la siguiente. Dados dos functores F': C - Dy G : C — D,
podemos pensarlos como que cada uno de ellos proyecta un retrato de C en D. Las
transformaciones naturales surgen cuando imaginamos desplazar el retrato definido por
F al retrato definido por G. Para cada objeto A € Obj(C), definimos una flecha 14 de la
imagen-F' en la imagen-G de A. Para asegurar que la estructura de F' es preservada por

esta transformacion, requerimos que para cada flecha A Sy Ben C, las transformaciones
n4 v np lleven los puntos de la imagen-F' de f a los puntos de la imagen-G de f. Luego
de esta intuicion, damos la definicién formal:

Definicion 5.28 Sean C y D dos categorias y sean F'y G functores de C a D. Una
transformacion natural n de F' a G, notada n : I — G, es una funciéon que asigna a
cada elemento A € Obj(C) una flecha F(A) 22 G(A) € Arr(D) tal que para cada
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flecha A 15 B € Arr(C), el siguiente diagrama conmute en D:

F(A) —m— G(A)
F(‘f) G(‘f)
F(B) nB —» G(B)

Si cada componente 14 de 1 es un isomorfismo en D, entonces a 7 se le llama isomorfismo
natural.

Ejemplo 5.29 Para cada functor F', las componentes de la transformacion natural iden-
tidad 1 : F — F son las flechas identidad de los objetos en la imagen de F, es decir,
tp = ldp4). Méas atin, tp es un isomorfismo natural.

Ejemplo 5.30 Sea rev la funcion que da vuelta listas, es decir, revg : List(S) — List(S)
toma cualquier lista de S y la da vuelta. Por ejemplo,

revn|5,6,7) = (7,6, 5]

Este es un ejemplo de funcién polimorfica: opera exactamente igual, sin importar los
elementos que componen la lista. Si le damos otros tres ntimeros, revy hace exactamente
lo mismo que antes:

revy[6,7,8] = [8,7, 6]
En efecto, podemos aplicar cualquier mapeo a los elementos individuales del argumento

de rev, incluso uno que cambie su tipo. Si N NEANYS , entonces
maplist(f)(revn[5,6,7]) = [f(7), £(6), f(5)]
En general, si S AN T, entonces
revy o maplist(f) = maplist(f) o revg
Y esto es precisamente lo que dice que rev es una transformacién natural.

Ejemplo 5.31 Dado un conjunto fijo A, el mapa que lleva B a [A, B] x A puede ser
extendido a un functor F4 : Set — Set como sigue:

F, : Set — Set
B—[A Bl x A

(B-L50) s (fo—) xIds

Para que se entienda el F4(f) consideremos el siguiente diagrama

Fa—s [A,B] x A

B
\I FA(f):(f07)><|dA
C

Fg— [A,C] x A
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A nivel de elementos el mapeo queda como sigue:

b Fa > (a—b,a)
1 Fa(f)=(fo—)xld4
)

|
o

Fa— (a > f(b),a)

El hecho de que eval : Fy — Ige; es una transformacion natural se demuestra con el
siguiente diagrama conmutativo.

FA<C) = [A, C} X A —evalac — C' = Iset(C)

Fa(g)=(go—)xIda 9=Iset(9)

|

Fu(B) =[A,B] x A —evalap — B = Iget(B)

Teorema 5.32 La composicion de dos transformaciones naturales es una transformacion
natural.

Demostracion. Sean C y D dos categorfas, y sean F', G y H functores de C a D. Sea
o:F — Gy7:G— H dos transformaciones naturales.

Entonces, para cada flecha A I Be Arr(C) podemos hacer el siguiente diagrama

F(A) —oa— G(A) — ma— H(A)
F(‘f) G(‘f) H(‘f)
| | |
F(B) — o5 — G(B) — ™ — H(B)

Ambos diagramas conmutan, ya que o y 7 son transformaciones naturales, por lo cual el
rectangulo exterior conmuta (Teorema 5.8). Esto muestra que la transformacion (700) :
F — H definida como (7 0 0)a = 74 0 04 es natural. O

5.1.5.3. Adjunciones

Definicién 5.33 (Adjuncion) Una adjuncion consiste en un par de categorias Cy D y
un par de functores F': C — D y G : D — C, tales que para cada objeto X € Obj(C)
y para cada objeto Y € Obj(D) existe un isomirfismo

Home(F(X),Y) ~ Homp (X, G(Y))
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que es natural en X e Y. Eso es, una transformaciéon natural de dos variables entre
Homc(F(—),—) y Homp(—, G(—)) que preserve la estructura, ya que X e Y varian y
es una bijeccion para todo X e Y.

Decimos que (F,G) es un par adjunto de functores, F' es el adjunto a izquierda y G el
adjunto a derecha. Se suele notar F' 4 G o (F,n) - (G,¢).

Ejemplo 5.34 Sea B € Obj(Set) y sea — x B : Set — Set el functor producto
introducido en el Ejemplo 5.27 definido como

— X B : Set — Set
A—= Bx A

(AL 0) s fxIdp
y sea [B,—] : Set — Set el functor definido como

[B,—] : Set — Set
C — [B,(]

(C L3 D) fo—
Entonces existe se tiene una adjuncion — x B = [B,—], es decir, existe un isomorfismo
Homse: (A x B, C) ~ Homse (A, [B, C])

que es natural en Ay C.
Para ver esto, primero mostramos que el mapa curry de la Definicion 5.22 es una bijeccion:

» Supongamos que curry(g) = curry(h) para fos funciones g, h : (C' x A) — B. Enton-
ces g = evalyp o (curry(g) x Id4) = evalap o (curry(h) x Id4) = h. Por lo tanto curry
es inyectiva.

» Sea g : C' — [A, B], y definamos g = evalygo (¢’ xId4). Por la unicidad de curry(g),
tenemos que curry(g) = ¢’, por lo tanto también es sobreyectiva.

Esta biyeccion se suele marcar como

C — [A, B]
CxA—B

Luego mostramos que curry es una transformaciéon natural, es decir, que el siguiente mapa
conmuta:

[Ax B,C] — ey — [A,[B,C]]

[fxldp,g] [f:[ldB,g]]

! !

[A" x B, (" arry — [A'[B, C]]
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Esto lo podemos comprobar evaluando los mapas:

h ot curry > curry(h)
[fXIjj/B’g] [f7[|dB7g]]
goho(fxIldg) ——cury— curry(go ho (f xIdg)) =========== gocurry(h) o f

Donde la igualdad en rojo se justifica como sigue. Sea a € Ay b € B,

(g o curry(h) o £)(a))(b) = glcurry(h)(f(a)))(b)
— g(h(f(a),))
= g(h(f % 1d5)(a, b))
— (curry(g o ho (f x Idg))(a))(b)
— (curry(g o ho (f x Id))(a))(8)

5.2. Semantica denotacional (categorica)

5.2.1. Primeras definiciones

Sintaxis (o gramaética) : Como escribir los términos. Cuéles son validos y cudles no.
Semantica: Qué significan.

Definiciéon 5.35 (Seméantica) La seméntica de un lenguaje es una relacion < que a cada

expresion le asocia algo que le da significado.

Semantica denotacional (en programas deterministas). Para cada programa p,
la relacion entre las entradas y las salidas de p es una funcion que escribimos [p]. La
relacion se define entonces como

pe—s < [ple=s

La pregunta es, obviamente, como definir [p]. (Y ese es el topico de este capitulo).

Semantica operacional a grandes pasos También llamada seméantica operacional a
grandes pasos o semantica natural. Consiste en dar una definicion inductiva de — que
nos relacione un término con su valor. Por ejemplo,

(Az.match(inl(%), y.y; x, 2.2))x < *

-

~
Significado de esta expresion:

En ese ejemplo damos seméantica de acuerdo a lo que calcula. Una definiciéon inductiva
para esta relacion es lo que se conoce como “Intérprete” (ver, por ejemplo, |[Dowek y Lévy,
2011, Capitulo 3]). Asi, si considero

(Ax.match(inl(x),y.x;y,2.2)) * vy (Ax.match(inl(x),y.y,z.2))*

puedo ver que los 3 programas tienen la misma seméntica.
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Semantica operacional a pequenos pasos También llamada seméantica por rees-
critura. Consiste en definir < a partir de otra relacion — que describe las etapas
elementales. Ejemplo:

(Az.match(inl(%), y.y; z, z.2))x — match(inl(x), y.y; %, 2.2) —> *;x —> *

t—r < t—"r y r irreducible

donde —* es la clausura reflexiva y transitiva de —.

La no terminaciéon. Un programa puede dar un resultado, producir un error o no
terminar. Los errores se pueden considerar como resultados particulares. Para expresar
programas que no terminan hay varias formas de expresar su seméantica: La primera
consiste en considerar que si £ no termina, entonces no existe r tal que ¢t < r. La segunda
consiste en agregar un elemento particular L a los valores de salida y considerar que si ¢
no termina, entonces t < L. En este curso no trataremos el tema de la no terminacion,
sin embargo, un tratamiento facil de seguir del punto fijo en célculo lambda tipado se
puede leer en Dowek y Lévy [2011].

5.2.2. La semantica denotacional del lambda calculo extendido

En general, en los lenguajes funcionales buscamos reducir la distancia que separa la nocion
de programa de la de funcién. Es decir, se busca reducir la distancia entre un programa
y su seméntica denotacional.

El primer paso es definir una categoria cartesiana cerrada de manera tal de dar una inter-
pretacion de los tipos en objetos de dicha categoria, y los términos tipados interpretarlos
en flechas de la categoria. La idea es que si I' = x1 : Ay, ..., 2, : A,, queremos definir

[CF¢:B]=[A] x--- x [A] — [B]

Para interpretar el calculo tipado visto en la Secciéon 4.2, utilizaremos la categoria Set
vista en la seccién anterior.

Interpretacion de los tipos. A cada tipo le asociamos un objeto de Set:

[T]=1

[L]=0
[A = Bl = [[A]. [B]]
[ANA B] =[A] x [B]
[Av B] = [A] +[B]

El mapa [-] también lo definimos para contextos de la siguiente manera:

0] :==1
[T,z : A] =[] x [A]
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Interpretacion de los términos. A cada secuente I' F ¢ : A le asociamos una fle-
cha de la categoria Set. Dado que las reglas de tipado dadas en la Definicién 4.42 son
syntax directed (eso es, a cada secuente le corresponde una tnica derivacion), definimos
la relacion para cada regla en lugar de para cada secuente. Algunas flechas utilizadas se
encuentran definidas en la Practica 3 (y sus propiedades son demostradas alli).

. [[F,a::Al—x:AaX]]:[[FHX[[AHMHAHi)[[A]]

[[ﬁ—ri]]:ﬂlj]])‘—ilxﬂﬂ]gl

e PR T S I xS 1k 4] 2 4]
wﬂ%@%qmﬂ&m
e U B N B E R R )]

. :Fl—t:f%‘?tf:gl—rifl:%ﬂ :HFHL>HFHXHFH
=5 [[A]L [BI) x [A] = [B]

THt:A T'kr:B
I {r)ANB

MHNHHMM3HMWM

.mx%%%mémwwwﬂ
s Bt fg ] = 01 =5 [4] < [B] = [B]

:r - il;I'(_t)t ; ﬁv B v“]| =[] = [A] = [4] + [B]

:F B iirlzwtl)f iv B vi?ﬂ = [T - [B] - [A] + [B]

THt:AVB T,o:AkFr:C F,y:Bl—s:Cv
'+ match(t, z.r,y.s) : C ‘

= [T =5 [0 x [T 2% 1] x ([A] + [B1) ~ (107 x [AD) + (01 x 8D 3 [

La correctitud de esta definicion se establece por medio del teorema de “Soundness” (Teo-
rema 5.37), que dice que si un término reduce a otro, ambos tienen la misma interpretacion
(es decir, denotan la misma flecha de la categoria). Para probar este teorema, primero
debemos probar la propiedad de substitucion (Lema 5.36).
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Lema 5.36 (Substitucion) SiT,x: Ak t¢: By 'k r: A, entonces el siguiente diagrama

conmuta (modulo permutaciones).

[T

\

[B]

I
5

)

(r/z)t

7

/I\

t

[T] x [T] — dxr— [T] x [A]

Demostracion. Procedemos por inducciéon en t. Reescribiremos el diagrama para cada
caso, agregando en lineas de puntos ponemos flechas extras que simplifiquen el diagrama,
y en rojo la justificaciéon de cada subdiagrama.
» Sea t =z, entonces (r/z)t =r, A=By[l'x: At 2 : A] =Idom,. El diagrama
queda como sigue

[r] - : s [4]
x \\\\ _ -7 A~
. o (ldor=r) W
o |\ \\\\) e
5 Tl’ TIr] [A] (Definicion) =
/ Fsl
= | >
\v/ (rom=mo(ldxr)) ﬂ[[A]]\\
[T] < [ Idxr > [T] x [A]

» Seat =1y # x, entonces (r/z)t =y, y ' = A,y : B. El diagrama queda como sigue.

[A] x [2] , 18]
T o) (Definicion) i 7
b > [B] (Definicion) v
(mo(ldxr)od=m) s o

» ([A]  [B]) x [4]

Idxr

([A] < [BD) < (1Al < [B])

» Sea t = %, entonces (r/z)t = xy B =T (y [T] = 1). El diagrama queda como

sigue.
[ - * =1
ST (Definicion) RS ’/\ /
e PR
- O
1 x [[F]] O@\#*x (\\,./
IRCS
5 (*) T1x[I] 7 *
, -
| -7 e e,
1 x [T] x [4] (Definicion)
{\\\
1w

~
~
~

] x [A]

Idxr

[T]  [T]



CAPITULO 5. SEMANTICA DENOTACIONAL

89

donde el diagrama (*) lo justificamos analizando los mapas. Sea g € [I']:

s
~
(%, 9)
1
§ T1x[r]
1
(%,9.7(9))
. N
i ~.
(9,9) Idxr > (9,7(9))

» Sea t = ty;ty, entonces (r/x)t = (r/x)ty; (r/x)ta con ezt At Tyl AF
to : B. El diagrama queda como sigue.

4
[T] >

<meml

-
-

2D
-
-

I] x [r] -

(r/@)ts;(r/z)t2 > [B]
(Definicion) I -~ 7

iy ---- (r/x)tix(r/z)ts ---> 1 X [B] /
B t1;ta

5 (Naturalidad de ¢) 5x6 (HI y functorialidad de x) b xts (Definicion)

(IT1 < 1)
T (ldxr) x (Id xr)
(Naturalidad de 0)

Idxr

(IT7 x

HMR@@XMM

~
~
~

] x [A]

» Sea t = err(t’), entonces (r/x)t = err((r/x)t'), con I';z : A+ t' : L. El diagrama

queda como sigue.

err((r/x)t') ————— [[B]]

~ Definicié el T
. (,,/%/( e 111(1011)//%_
o . -
5 Doy, A0 (Definicion) err(t)
4515
e , RN
111d110 . \Z‘/\
1 )TN
[T = [ Idxr > [T] < [A]

» Seat = \y.t', entinces (r/x)t = \y.(r/x)t',con B=C = D, T,z : Ay :C+t:D.
Para la hipotesis de induccion se debe utilizar la propiedad de weakening, mostrando
que como ' F r : A, también tenemos I,y : C'+ r : A, y entonces la hipotesis de
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induccion dice lo siguiente, donde llamamos r,, a la flecha [,y : C'+ r: A] para
diferenciarla de r = [[" - r : A].

[C1 < [€] ——— tw/e)lt ——— [D]
I T
5 %
+ I

(IPT > ICT) < ([0 > [C1) —1axre — ([T] x [C]) x [A]

Por lo tanto, el diagrama queda como sigue.

Ir] - Xy (ru /@)t >[I, [D1]
STl .. n -7 (9(\/\
“~ploy (Definicion) wmt\ Q‘O?’
Tl O &y
; c i o \’x@b l
(Naturalidad de nl ’ﬂi\/// ————— [[CT, [[F.]] x [C]] C&Q{{b ',’
\@@*\ felal & |
’ AN Z
[T, ([ < D) x (IrT < [CD] &
5 // (*) [[C],1d X7 ] /," At/
[[CT, [T > [T > [CT] [[C], [T] x [C] x [A]} -
~ cl.ol (Definicion)
ey, !
7ty == [[C], [T] x [A] x [CT]
h \\7][01 R
1] x [ dr » [T x [A]

donde el diagrama (*) lo justificamos analizando los mapas. Sea f € [[C], [I'] x [C]].

[ICT,ld x74)]
1

(0 x1Id)o f (Id xry)odof
T T
[[CT,ldxrxId] [[C].7]
N 1

(IdxrxlId)o(d xld)o f === oco(ldxr,)odof

Donde la igualdad final es justificada como sigue. Sea ¢ € [C], f(c) = (9,¢) y
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r(g) = a. Finalmente, notar que r,, = r o mpr, entonces

((Id xr x1d)o (d xId)o f)(c) =

(Id x r x Id) o (6 x Id))(f(c))
(Id x r x 1d) o (6 x Id))(g, )
Id x r x 1d)(g, g,¢)

(
(
(
N(g.<.9)

(T o WF)))(Q: Clv 9, C,)

N(g,c9,¢)
Id X 7r4) 00)(g,c)

°0)(f(c))

» Sea t = tyt9, entonces (r/x)t = ((r/z)t1)((r/x)ts), con T'yx : At : C = By

[ x: Ak ty: C. El diagrama queda como sigue.

((r/@)t1)((r/x)t2)

01 % Ir7

1
OXd

(Definicion)

(HI y functorialidad de x)

-

R — s [[C], [B]] x/[[C]]

I
tixty (Definicion)
I

to

[T x [T]

[T] = [T ; [T] x [T] ----1dxrxidxr---+ [T] x [A] >I< [[F]l x [A]

~.
d‘\
~
~

\ 1] x [A]

(Naturalidad de ¢)

Idxr

» Sea t = (t1,t2), entonces (r/x)t = ((r/x)ty, (r/x)ts) con B = By A By, I'yx : AF
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t1: By y ',z : Ak ty: By. El diagrama queda como sigue.

] — (r/2)t1,(r/)ta) > [Bi] x [B2]
S . (Definicion) _mmm*‘”m’t;ég w 4+
e N
[T] x [T] N
5%5 @\ﬂ w +’““’/
5 [T x [I] y [T] x [I] (t1,2)
|er%|dw /,///
[T] x [A]  [T] x [A]  (Definicion)
~~_
| (Naturalidad de ) Fee__
[T] x [T] axr S Ir] % [A]

» Sea t = mt’, entonces (r/x)t = m((r/z)t'), con 'z : ARt : BAC. El diagrama
queda como sigue.

[] = w1 (/o)1) — [B]
0, (Definicion) . T
\\\\\) ”’/,/’
s [B] x [C] (Definicion) mt!
(Hipotesis de induccion) \\"tf —
[T x [T Idxr > [T] x [A]

» Sea t = mot’. Este caso es andlogo al anterior.

» Sea t = inl(t'), entonces (r/x)t =inl((r/x)t'),con B= BV Byyl',z: At : By.

El diagrama queda como sigue.

inl((r/z)t")
oy, Jer (Definicion)

~
-

_-
_-

~

i [[B]]l ;’ (Definicion)

S~

(Hipotesis de induccion)

[] [T

Idxr

» Sea t = inr(t'). Este caso es anélogo al anterior.

inl(¢")

? [[Bl]] + [[Bg]]
Y -~

» [0 % [A]
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» Sea t = match(t,y.t1, z.t3), entonces (r/x)t = match((r/x)t',y.(r/x)t1, z.(r/x)t2),

conlz: At :CiVvVCy, To: Ay :Cr 1ty

B, yl,z:Az:CyF1ty: B. El

diagrama queda como sigue.
[[F]] match((r/z)t',y.(r/z)t1,2.(r/z)t2) /2[ [[B]]
\\\\ . mm\m‘\/ T
R y (Definicion) el S D I,'
. ¥ /
[T > [T (LT <[] + (T x [C2]) o
: T N /
1 -7 ’% ,’
I (r /o)t O S [(Sf] @ /
U (IT] x [Ch] = [T x [C1]) N@I 1
[C] > ([¢:] + [C=D) + ~f
! ([F] > [Ca] x [T < [C]) - <
[Idxrw:ldxrw} /,// 1}:;/
(*) T :
(IT] > [A] o [C1]) + (I] > [A] > [C2])
//,d"'// (Definicion)
(ITT < [A]) < (ICh] + [Ca]) <taxe - [I] x [A] x [I] x [A]
Tj\\\
ey
[r] x [r] xr s 0] % [A]

donde el diagrama (*) se justifica de la siguiente manera. Sea g € [['],r(g9) = q,
((r/x)t')(g) = ¢1 + ca, v, por hipotesis de induccion, t'(g,a) = ¢; + ¢o. Entonces

tenemos,

:‘?\6

~

(9,9) (9,c1) + (g, 2)
T T
dx (r/z)t! d / [6,6]
(gacl+62) (gaclagacl)+(970279702)
T

(Id X 74, ld X 74y ]

1
(g.c1,a) +(g,¢2,a) ~ (g,a,c1) + (g, a,c2)

/
—

(gv a, (Cl + 62)) N

d

! <g7a7.g7a)

~—
T

> (9,a)

Idxr

(9,9)
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[
Teorema 5.37 (Soundness) Sil'Ft: Ayt — r, entonces [I' Ft: Al =[I'Fr: A].

Demostracion. Induccion sobre la relacion —. Damos uno de los casos base y un caso
inductivo a modo de ejemplo:

» Caso base (Az.t)r — (r/z)t.

e:BFt: A
Consideramos |lF FXt:B=A Tkr: B]] y [T F (r/x)t: A]
'EAxt)r: A

El diagrama conmutativo correspondiente es el siguiente.

[r] ; S
e
(Lema 5.36) - (Functorialidad de x) glBlxyr
/// ’,,——n[[B]]xId-~\\\
L// /’/// \\\\/\ ~
(r/z)t [T] x [B] (Ax. de adjuncion) [[B], [I'] x [B]] x [B]
- e -
. v’/ (Naturalidad de ¢) [[A],t]xId
v k///// v
[A] < e [[B]. [A]] x [B]
= Caso inductivo +—= 7
ts — rs

'rt:B=A I'ks:B I'rr:B=A TFs

: B

'Hts: A ﬂy[{ 'kErs: A
El diagrama conmutativo correspondiente es el siguiente.

Consideramos [[

[[F]] 6\ __,::;,—_::::::::\—
1cQ _-zz=EEET T -
1 ‘\m\(\a(‘x bYE\j?:lSi‘::::: = ) Ym\'\d&d de %) -
B &%/;"//1/ oon Y fun® "
=774 (e Y
_===T. ) -7
4 == ( 1pOtes -~ (Functorialidad de x
[T] x [T] ------- rxld------ > [[B], [A]] x [T] ----- ldxs ----> [[B]

(Functorialidad de x)

-
-

-
-

(Igualdad sintéactica)

-
~ L~

€

ﬂ

[T = ]

txs

S

[l 18]

[[B], [A]] x [B]
5.38. Resolver todos los casos restantes.



Capitulo 6

Rapid(isim)a descripciéon de la logica
lineal (MALL)

Esta secciéon es una adaptacion libre de la Secciéon 3.1 del articulo de Di Cosmo y Miller
[2016]. Para méas detalles, se sugiere recurrir a dicha fuente.

6.1. Introduccion

La logica lineal fue introducida por Girard [1987]. Aqui daremos una presentaciéon por
medio de célculo de secuentes, ya que es muy similar a las reglas de tipado que hemos
visto en las secciones anteriores.

La idea principal a retener es que la logica lineal es una légica de recursos: la formula
A = B normalmente se entiende como “Si me das A, te devuelvo B”, pero, en la practica,
significa mas bien “Si me das tantas A como necesite, te devuelvo B”. Por ejemplo, el
término

Ar.x; T

tiene tipo T = T, pero para calcular x;z, se necesitan dos copias de z. Es decir, el
recurso (z), fue duplicado para poder calcular el resultado. Si, por ejemplo, el recurso
fuese un programa complejo que devuelve %, entonces duplicar el recurso tiene un costo.
En légica lineal no podemos duplicar recursos. Asi, el tipo T —o T significa: “Si me das
un T, te devuelvo un T usdndolo exactamente una vez’.

Esta logica nos sera de utilidad para definir calculos cuanticos, ya que el teorema de no
clonado (Teorema 1.27) nos impide clonar recursos cuanticos.

De la misma manera, la funciéon Ax.x, que descarta su argumento, no podriamos decir
que tiene tipo T —o T, ya que no utiliza una vez su argumento.

6.2. CaAlculo de secuentes para MELL

Los conectivos de la logica lineal se dividen en multiplicativos (que no permiten duplicar
recursos) y aditivos (que lo permiten), y los conectivos clasicos tienen su paralelo en
ambos:

95
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’ Clasico H Multiplicativo \ Aditivo ‘
(conjuncién) | ®  (tensor) | &  (with)
(verdadero) | 1 (uno) T  (top)
(disjuncién) || % (par) @ (oplus)

(falso) 1L (bottom) | O (cero)

A
T
\
L

Implicacion lineal: A — B := -A% B

A continuaciéon se detallan las reglas en el formato A  I', que significa que la conjun-
cion (multiplicativa) de las formulas en A, implican la disjuncion (multiplicativa) de las
formulas en T'.

Gramatica
A=p|A|AQRA|ABRA|A&A|AGA|1|L|T]O

Donde p representa una férmula atémica.

Reglas de indentidad y negacién

AFBT A, BFT AFAT AAFT

AF A ANFT.T A -AFT ' AF-AT 7

Reglas multiplicativas

AFT AABFT AFAT AEBI
A1FT 1" AA®BFT ! ANFFA® BT 7
o, AET AAFT AN BRI AFABT
1t AFLT ™" AN ARBFL,TY ' AFA®B,T '

Reglas aditivas

0 AART ABED AFAT AFBT
AOFT " AA&BFT M  AA&BFT 2 AFA&B,T v

- AAFT ABFD AFAT AFBI
AFT,T 7 AA®BFT " AFAaBT " AFA®BT "7

6.3. Un ejemplo simple de sistema de tipos lineal

Supongamos que queremos redefinir lambda céalculo extendido de la Seccion 4.2, de ma-
nera que los tipos usen la logica lineal. Aqui tenemos algunas deciciones a hacer: ;usamos
aditivos o multiplicativos? O una mezcla de ambos? Un resultado conocido es que en
logica intuicionista, no existe la disjunciéon multiplicativa ni el falso multiplicativo, y no
existe la implicacion es siempre multiplicativa, por lo que ahi no hay eleccién posible: la
disjuncion y el falso deben ser el aditivos (@ y 0 respectivamente), y la implicacion sera
—o. En cambio es posible tener una conjuncién multiplicativa y una aditiva. Si queremos
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seguir utilizando el mismo célculo, deberemos elegir la aditiva, ya que las proyecciones
y m que tenemos en el calculo no pueden ser multiplicativas. Por lo tanto, utilizaremos
& para la conjuncion. Finalmente, es posible tener tanto el verdadero aditivo como el
multiplicativo. Elegiremos el multiplicativo.

Con todo esto, definimos el siguiente sistema de tipos (ver la diferencia con la relacion de
tipado de la Definicion 4.42). Es posible comprobar (y un buen ejercicio), que cada una
de las reglas es derivable en el calculo de secuentes dado en la seccién anterior.

. ax 1. PEé:1 Abr:Ay _I'Ht:0
r: Ak xz: A Fx:1 7 ARG r: A ‘ Cherr(t):C ¢
x:AFt: B . 'Ft:A—B AkFr:A __
F'FXt:A—oB IAFtr:B ¢
'Ft:A Thr: B& CH¢: A&B& CHt: A&B&
TF (t,r): ACB TFmt: A TFmt: B
re=t: A Sy I'+¢t:B B,

PEinl(t): AeB " Thkinr(t): Ao B
'Ft:AVB Ax:AFr:C Ay:BFs:C
[, A F match(t,z.r,y.s) : C

Ve

Donde I'N A = (.

Podriamos agregar términos para los conectivos faltantes. Por ejemplo, podemos agregar
t ® r para la conjunciéon multiplicativa, y un término para la eliminaciéon que podria ser
let £t =z ® y in u, con la regla de reduccién siguiente:

lett@r=x®yinu— (t/z,r/y)u

y sus reglas de tipado:

'H¢: A Al—r;B®' 'Ft:A®B Ax:Ay:BFu:C

FLAFter:AgB ' DAFltt=2®yinu:C e

Ejemplo 6.1 Dado que la conjunciéon & es aditiva, puede duplicar su argumento:

x:ll—leli z:1kx: 1&
r:1F (x,z):1&1
FAz.(z,z):1— 1&1

i

En cambio, con la conjunciéon multiplicativa ®, no es posible, Ax.z ® x no tiene un tipo,
vaquezr:1lFrr:1®1.

6.2. Mostrar que las reglas dadas son logicamente derivables en célculo de

secuentes.

6.3. Completar el lenguaje con términos que se correspondan con el conectivo
que dejamos afuera: el verdadero aditivo. Dar sus reglas de tipado.
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6.3. UN EJEMPLO SIMPLE DE SISTEMA DE TIPOS LINEAL
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